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RESUMO
A Dinâmica dos Fluidos Computacional tem conseguido consideráveis avanços na mo-
delagem de fenômenos físicos úteis às mais variadas áreas do conhecimento, entre
elas, as engenharias. Esses avanços podem ser contabilizados em função de duas
premissas básicas que caracterizam a modelagem, que são: o aprimoramento das
técnicas e esquemas numéricos e o aumento da capacidade de processamento dos
computadores. Dentre os fenômenos físicos que se destacam na modelagem ma-
temática e computacional está o fenômeno da ruptura de barragens, pois ele pode
predizer os impactos causados pela falha de uma barragem real e, até mesmo, validar
a implementação de códigos computacionais. No contexto das técnicas e esquemas
numéricos o Método das Diferenças Finitas, por sua simplicidade, serve de referência
para muitos estudos. Motivado por essas proposições, o presente trabalho simula a
ruptura de uma barragem hipotética, cujo movimento da massa líquida é governado
por um sistema de Equações Diferenciais Parciais intitulado como equações de Euler.
Para tanto, faz uso desse sistema para definir uma variação unidimensional das equa-
ções de Águas Rasas que, nos instantes iniciais do movimento, são solucionadas pelo
Método das Características servindo de condições iniciais para aplicação, nos demais
tempos de simulação, do Método das Diferenças Finitas Explícito em associação ao
esquema difusivo de Lax-Friedrichs. Assim, o modelo híbrido unidimensional imple-
mentado associa soluções algébricas com numéricas, evitando o aparecimento de
oscilações espúrias causadas pelas descontinuidades entre as propriedades físicas
do problema proposto. Por fim, verifica-se a coerência desse modelo híbrido confron-
tando seus resultados gráficos com aqueles obtidos na bibliografia que faz uso do
código lagrangeano de partículas suavizadas denominado PySPH.
Palavras-chaves: Ruptura de barragens. Diferenças Finitas. Lax-Friedrichs. Caracte-
rísticas
ABSTRACT
Computational Fluid Dynamics has made considerable advances in the modeling of
physical phenomena useful to many different areas of knowledge, among them the
engineering. These advances can be recorded based on two basic premises that char-
acterize the modeling, which are: the improvement of technical and numerical schemes
and increasing processing power of computers. Among the physical phenomena that
excel in mathematics and computational modeling is the dam break as it can predict
the impacts caused by the failure of a real dam and even validate the implementation
of computer codes. In technical and numerical schemes the Finite Difference Method,
by its simplicity, is a reference to many studies. Motivated by these proposals, this
paper simulates the breaking of a hypothetical dam, whose movement of the liquid
mass is governed by a system of Partial Differential Equations titled as Euler equa-
tions. Therefore, uses this system to define an unidimensional variation of the Shallow
Water equations, that in the early stages of the movement, are solved by the Charac-
teristics Method, serving as the initial conditions to be applied in the other simulation
instants, the method of Explicit Finite Differences in association with Lax-Friedrichs dif-
fusive scheme. Thus, the hybrid unidimensional model implemented associated alge-
braic and numerical solutions, avoiding the occurrence of spurious oscillations caused
by discontinuities between the physical properties of the proposed problem. Finally,
consistency of this hybrid model is verified confronting the graphic results with those
obtained in the literature that makes use of the smoothed particles Lagrangian code
called PySPH.
Key-words: Dam break. Finite Difference. Lax-Friedrichs. Characteristic.
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1 INTRODUÇÃO
A crescente demanda energética mundial, tanto por parte do consumo popu-
lacional como do industrial, tem aumentado a busca por fontes de eletricidade, seja
ela gerada por força hidráulica, termoelétricas, nuclear ou fontes alternativas como as
usinas eólicas e as solares.
Mundialmente, a fonte predominante de energia elétrica recai sobre as usinas
hidrelétricas. No Brasil, 79% da energia produzida vem de hidrelétricas e a demanda
média anual cresce em torno de 3%, podendo alcançar 20% em certas regiões (EPE,
2014). Somente a Usina Hidrelétrica de Itaipu, considerada a maior usina hidrelétrica
do mundo em geração de energia, com 20 unidades geradoras e 14.000 𝑀𝑊 de potên-
cia instalada, fornece cerca de 17% da energia consumida no Brasil e 72% da energia
consumida no Paraguai (ITAIPU, 2009).
A construção de uma hidrelétrica, além dos benefícios trazidos pela geração
de eletricidade, ainda auxilia em atividades como irrigação, navegação, recreação e
controle de inundações. No entanto, para que isso seja possível, existe a necessidade
da formação de grandes reservatórios, o que eleva a preocupação da população e das
autoridades com possíveis incidentes que possam ocorrer envolvendo a ruptura desta
barragem (SILVA, 2011).
Mesmo com todos os esforços empregados para que eventos catastróficos se-
jam evitados, a ruptura de barragens é uma realidade que ocorre no mundo todo. Além
da preocupação com a coluna d’água gerada por esse fenômeno, existe também o
perigo com o grande transporte de sedimentos e detritos que ocorre à jusante da bar-
ragem, podendo causar sérias perdas materiais e, até, vidas humanas às populações
que residem nas regiões consideradas como "áreas de risco".
Dentre as inúmeras rupturas de barragens ocorridas mundialmente, Hervouet
(2007) destaca a ocorrida na represa de Malpasset, situada no vale do Rio Reyran, a
12 𝑘𝑚 da cidade de Fréjus, no sudeste da França, quando no dia 02 de dezembro de
1959, após uma chuva torrencial que elevou rapidamente o nível do reservatório, obri-
gando que as comportas fossem abertas, houve o colapso da estrutura de concreto da
barragem. Além dos danos materiais ocorridos, como pontes e estradas danificadas,
433 pessoas foram vitimadas.
No Brasil, conforme comenta Silva (2011), a ruptura da barragem da cidade de
Aporé, localizada à 472 𝑘𝑚 da cidade de Goiânia, no Estado de Goiás, não causou
vítimas, mas os danos foram consideráveis.
Neste contexto, o estudo da ruptura de barragens tem se tornado um impor-
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tante problema prático para os engenheiros, pois além de especificar as formas ideais
para construí-las eles devem se preocupar, também, com seu entorno. Para isso, mui-
tos engenheiros, em parceria com pesquisadores das mais variadas áreas do conhe-
cimento, têm feito uso da Dinâmica dos Fluidos Computacional para simular e prever
os danos causados por aquele fenômeno. Essa parceria, bem como a evolução dos
modelos numéricos que buscam prever eventos daquela natureza, têm alcançado re-
sultados satisfatórios, motivo pelo qual incentivou a realização deste trabalho.
1.1 OBJETIVOS
1.1.1 Objetivo Geral
O objetivo geral desta dissertação é modelar, matematicamente e computaci-
onalmente, a ruptura de uma barragem hipotética, cujo movimento da massa líquida
será governado pelas equações de Euler.
1.1.2 Objetivos Específicos
∙ Deduzir as equações de Águas Rasas unidimensionais a partir das equações de
Euler.
∙ Simular a ruptura de uma barragem hipotética utilizando o Método das Diferen-
ças Finitas Explícito (MDFE), associado ao esquema difusivo de Lax-Friedrichs,
para discretizar e gerar a malha computacional do sistema governado pelas
equações de Euler.
∙ Comparar os resultados encontrados com os que foram obtidos pelo método
PySPH.
∙ Alterar, em ambos experimentos, alguns parâmetros como tempo de simulação
e o tamanho do passo comparando, novamente, os resultados a fim de verificar
a conformidade entre os modelos.
1.2 ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO
Esta dissertação é composta, além deste capítulo introdutório, de mais seis
capítulos.
No Capítulo 2 é feito um levantamento e análise dos trabalhos mais relevantes
que contribuíram e motivaram a escrita desta dissertação.
Os conceitos e as equações fundamentais para a implementação computaci-
onal da ruptura de barragens, como as equações de Euler e as equações de Águas
Rasas, são apresentados no Capítulo 3.
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As diferentes formas de tratar computacionalmente um domínio, bem como as
particularidades de cada um deles e as ferramentas numéricas para resolvê-los, são
abordados no Capítulo 4.
No Capítulo 5 são apresentados os detalhes da implementação do algoritmo
que simula a ruptura de uma barragem hipotética.
Os resultados encontrados na simulação numérica, usando uma abordagem
euleriana, são comparados com o tratamento lagrangeano, do mesmo problema, por
meio do código PySPH e apresentados no Capítulo 6.
Por fim, a conclusão se dá no Capítulo 7, onde são tratadas e discutidas as difi-
culdades encontradas e, também, são estabelecidas as possibilidades para trabalhos
futuros.
No Apêndice A é feita uma revisão dos conceitos fundamentais sobre tensores,
necessária para o entendimento da algumas definições apresentadas neste trabalho




O estudo da ruptura de barragens tem sido, por mais de cem anos, foco de
pesquisadores das mais variadas áreas do conhecimento e seu tratamento depende
da resposta que está sendo esperada, o que pode diferenciar a maneira de equacioná-
lo. Alguns pesquisadores utilizam as equações de Euler como governantes do sistema.
Outros, as equações de Navier-Stokes. Existem aqueles que adotam as equações de
Saint Venant ou, até mesmo, as equações de Águas Rasas.
O tratamento computacional do fenômeno da ruptura de barragens, represen-
tado por algumas dessas equações, poderá ser feito numa configuração euleriana,
com a adoção de uma malha (grid), ou por uma configuração lagrangeana, com o
uso de partículas (meshfree), ou mesmo, por uma configuração que adota a mistura
dessas duas, ao qual denomina-se configuração híbrida. Percebe-se então, que essa
simulação tem um significado de extrema relevância dentro do conhecimento cientí-
fico. Assim, esta revisão literária faz um levantamento, não só daqueles trabalhos que
são relevantes para esta dissertação, mas também daqueles que, de alguma forma,
utilizam a ruptura de barragens como tema.
Iniciando por aqueles trabalhos que adotam a configuração euleriana destaca-
se aquele realizado por Hirt, Nichols e Romero (1975), que usaram a técnica das
Diferenças Finitas, com a pressão e a velocidade como variáveis primitivas, para re-
solverem as equações de Navier-Stokes para um fluido incompressível. A técnica para
modelar as equações foi baseada no método Marker-and-Cell, que foi simplificada
para facilitar o uso por pessoas com pouca ou nenhuma experiência em Dinâmica do
Fluidos Computacional. Eles ainda descreveram um algoritmo em Fortran, intitulado
de SOLA, e acrescentaram exemplos com o intuito de verificar a eficiência do código
sendo que, entre esses, está a ruptura de uma barragem hipotética.
Verificando que muitos pesquisadores desenvolviam seus trabalhos em Dife-
renças Finitas, Hirt e Nichols (1981) desenvolveram um novo código baseado na téc-
nica de Volume de Fluido (VOF), denominando-o de SOLA-VOF. Com o intuito de
testar a eficiência e a precisão do novo código, modelaram a queda de uma coluna
d’água, que estava em repouso, removendo repentinamente sua barreira de conten-
ção. Desta forma, a água se deslocou sobre o outro lado da barreira que estava total-
mente seco, ao que denominaram de ruptura de barragem de "leito seco".
Bellos, Soulis e Sakkas (1991) estudaram a onda de inundação, gerada so-
bre um leito seco, ocasionada pela ruptura de uma barragem. Para tanto, utilizaram o
Método das Diferenças Finitas, mas esta aplicação gerou dificuldades em modelar as
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características do escoamento próximo das fronteiras. Para a correção dessas dificul-
dades, transformaram o sistema gerado pelas equações usando o esquema explícito
de McCormack que, segundo os autores, melhorou muito os resultados obtidos.
Adotando um equacionamento diferente, Glaister (1991) resolveu o problema
da ruptura de barragens considerando as equações de Saint Venant como governante
do sistema. Para resolvê-las usou a decomposição numérica característica e linearizou
o problema por meio do método de diferenciação Upwind, o que resultou num pro-
blema escalar em conjunto com um fluxo limitador que foi obtido com um esquema de
segunda ordem evitando o aparecimento de oscilações espúrias ou não-físicas.
Considerando um modelo real, Collischonn e Tucci (1997) modelaram a bar-
ragem de Ernestina, situada no Rio Jacuí, no Estado do Rio Grande do Sul. Usaram o
modelo DAMBRK para simular o escoamento resultante da ruptura daquela barragem
até a barragem de Passo Real e Maia Filho, situada no mesmo rio, 200 𝑘𝑚 à jusante.
Os impactos do evento foram analisados por meio de geoprocessamento, o que de-
terminou as áreas alagadas e as populações atingidas. Para a modelagem utilizaram
as equações de Saint Venant acopladas com as equações de escoamento rapida-
mente variados, o que representa o escoamento por brechas e aterros. O sistema foi
discretizado usando o Método das Diferenças Finitas. A forma como se comportou
o escoamento pôde ser considerada como supercrítica ou subcrítica e, em algumas
partes, como uma combinação dos dois. O fluido foi tratado como newtoniano, depois
como não-newtoniano devido aos sedimentos transportados.
Mohapatra, Eswaran e Bhallamudi (1999) analisaram a ruptura de barragens
usando um modelo bidimensional das equações de Euler num plano vertical. Usaram
uma aproximação geral do método Marker-and-cell em combinação com a aproxima-
ção do método VOF. Investigaram a evolução da profundidade à montante da bar-
ragem e as variações de pressão para os casos de leitos secos e com uma certa
quantidade de água (leitos úmidos). Concluíram que, no caso de um leito úmido, a
pressão não-hidrostática, imediatamente após a ruptura da barragem, não tem signifi-
cância para os resultados que ocorrem com a evolução do tempo.
Wang, Ni e He (2000) estudaram um método híbrido do esquema das Dife-
renças Finitas juntamente com o método da Diminuição Total da Variação (TVD) de
segunda ordem para resolverem o problema da ruptura de barragens. Para tanto,
basearam-se no esquema de primeira ordem Upwind associado ao esquema de Lax-
Wendroff, usando um e dois parâmetros limitantes. Com o intuito de testar o método
híbrido, usaram diferentes parâmetros limitantes no sistema governado pelas equa-
ções de Saint Venant, até que conseguiram determinar o melhor limitador. Assim,
estenderam o problema da ruptura de barragens para o caso bidimensional sendo go-
vernado pelas equações de Águas Rasas, alcançado bons resultados em comparação
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com outras publicações.
Na pesquisa de Macchione e Morelli (2003), os autores compararam o desem-
penho do método da viscosidade artificial TVD com outros métodos como: o TVD,
o esquema Upwind com difusão de fluxo e os esquemas centrados de primeira e
segunda ordens. Em todos os casos observaram a onda formada pela ruptura de bar-
ragens em leitos secos, sem e com fricção, sem e com inclinação. Destacaram que,
para o esquema TVD de segunda ordem, não houve diferenças significativas em com-
paração com os esquemas Upwind e os centrados. Destacaram também que, para o
problema de ruptura de barragens no plano horizontal sem atrito, os esquemas de se-
gunda ordem são de duas a cinco vezes mais precisos que os esquemas de difusão e
o esquema de Roe, sendo que estas diferenças são reduzidas quando há rugosidades
(fricção) e inclinações nos leitos.
Com o intuito de verificar a qualidade dos esquemas numéricos explícitos,
Zoppou e Roberts (2003) compararam vinte esquemas que resolvem as equações
de Águas Rasas e simulam a ruptura de barragens em canais com leitos secos e pro-
fundidades finita. Constataram que muitos deles produzem resultados razoáveis para
escoamentos subcríticos, mas no casos onde há uma transição de subcrítico para
supercrítico, ocorre uma mistura de resultados. Verificaram que, para a maioria dos
esquemas de primeira ordem, as soluções não satisfazem às condições de entropia,
o que produz soluções não-físicas. Analisaram os esquemas de segunda ordem que
evitam a geração de choques, mas afirmaram que para isso, alguma forma de limi-
tador de inclinação ou fluxo deve ser usado para eliminar as oscilações existentes e
que esta prática eleva o tempo computacional e a complexabilidade do algoritmo. No
entanto, concluíram que os esquemas de segunda ordem são mais precisos.
No artigo desenvolvido por Fraccarollo, Capart e Zech (2003), os autores propu-
seram o uso do método de Godunov para computar o escoamento em canais abertos
com condições de rápida erosão e intenso transporte de sedimentos. Para tanto, ado-
taram as equações de Águas Rasas como governante do sistema e as resolveram
usando o esquema de Harten, Lax e Van Leer (HLL) juntamente com o método dos
Volumes Finitos. Para validar a proposta usaram a erosão causada pela ruptura de
barragens, comparando com medições experimentais e com a solução semi-analítica
de Riemann.
Yang, Löhner et al. (2005) usaram a técnica VOF para resolver as equações de
Euler e Navier-Stokes e simularam a interação de ondas de grande porte e estruturas
tridimensionais. Para tanto, adotaram uma malha não-estruturada onde as incompres-
sibilidades das equações foram resolvidas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).
Para validar o código implementado, tomaram como exemplo a ruptura de uma bar-
ragem tridimensional. Após, num tanque bidimensional parcialmente cheio, utilizaram
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o código para simular a formação do sloshing. Para comparar o experimento, os au-
tores fizeram uso dos resultados encontrados por meio do método da Hidrodinâmica
das Partículas Suavizadas (SPH).
Nos estudos realizados por Uemura (2008) foi proposto, por meio de um mo-
delo unidimensional baseado nas equações de Saint Venant, chamado de ClivPlus, a
gestão de um plano de emergência para o caso da ruptura da barragem de Guarapi-
ranga, no Estado de São Paulo, visando o estabelecimento de rotinas para avaliar os
impactos causados por um possível acidente.
Com o intuito de desenvolver um método numérico robusto e, computacional-
mente, eficiente para modelar o escoamento ocasionado pela ruptura de barragens,
Ying, Jorgeson e Wang (2009) propuseram a formulação de um modelo baseado no
Método dos Volumes Finitos (MVF), construindo uma malha triangular não-estruturada.
Consideraram as equações de Águas Rasas como governante do sistema, onde os
termos de pressão e gravidade foram incluídos por meio de um termo fonte, o que
significou a computação e eliminação do desequilíbrio entre os termos fluxo e fonte. A
precisão e eficiência computacional foram testados com experimentos laboratoriais e
a modelagem do caso real ocorrido na represa de Malpasset, na França.
No estudo realizado por Dutykh e Mitsotakis (2009), os autores verificaram a
pertinência das equação não-lineares de Águas Rasas (NSWE) para solucionar os
processos de inundações. Para isso, resolvem as equações bidimensionais de Navier-
Stokes e as NSWE, analítica e numericamente, usando um modelo de ruptura de
barragens.
A simulação numérica da ruptura de barragens usando o método da Pseudo-
Concentração por meio da performance do GLITE, que baseia-se na infraestrutura
Baltic Grid e é uma ferramenta do código chamado FEMTOOL desenvolvida em MEF,
foi proposto no trabalho desenvolvido por Kačeniauskas, Pacevič e Katkevičius (2010).
Para tanto, modelaram do perfil de uma coluna d’água colapsando. Consideraram o
comportamento do experimento como aceitável ao compararem os dados resultantes
com aqueles obtidos em outros trabalhos que efetuaram a mesma simulação.
Gao, Vassalos e Gao (2010) usaram o método VOF para resolver as equações
de Navier-Stokes e simular a inundação dos porões de um navio danificado, pois este
tipo de problema pode prejudicar a navegabilidade. Validaram seus resultados com
aqueles encontrados em experimentos e na bibliografia de ruptura de barragens bi e
tridimensionais.
Kocaman et al. (2013) investigaram o comportamento da ruptura de barragens
cujo deslocamento do escoamento sofre a influência da profundidade e da mudança
de direção ao colidir com prédios e construções localizados a jusante da barragem.
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Para tanto, analisaram experimentalmente e numericamente o evento. Após, compa-
raram os resultados com o modelo gerado pelo software comercial FLOW3D, que usa
as equações médias espaciais e temporais de Navier-Stokes (RANS) juntamente com
o modelo de turbulência 𝑘 − 𝜖. Segundo os autores, os resultados foram satisfatórios
em todas as comparações.
Peng (2012) propôs a modelagem da ruptura de barragem por meio das equa-
ções de Águas Rasas unidimensional e bidimensional. Resolveu o sistema formado
usando MVF e o esquema de Roe e HLL. Como proposta de diferenciação, adotou
o método Operador-Divisão, com o intuito de separar as equações governantes em
equações hiperbólicas e termos fonte. Segundo o autor, o código ficou simples, de
fácil implementação e pôde ser usado para outras computações, como fluidos não-
newtonianos ou escoamentos de fluidos com multicamadas.
Por intermédio da ruptura de barragem e da formação do sloshing, Carbajal,
Wanderley e Neves (2012) estudaram a dinâmica dos navios e plataformas offshore
que se encontram em condições indesejáveis. Para tanto, propuseram a criação de
um modelo bidimensional de uma barragem usando o Método das Diferenças Finitas
(MDF), onde solucionaram as equações de Euler por meio do esquema Upwind TVD
de Roe e Sweby. Testaram a versatilidade do código baseando-se em resultados da
literatura.
Veról, Miguez e Mascarenhas (2013) criaram um modelo quase bidimensional,
chamado de MODCEL, para simular a ruptura da barragem da usina de funil hipotética
em comparação com aquela situada no Rio Paraíba do Sul, no Estado do Rio de
Janeiro. Validaram o modelo com experimentos em laboratórios e foram capazes de
predizer, com exatidão, o tempo de inundação e as profundidades do alagamento nas
áreas de risco a jusante da barragem.
Dentre os trabalhos que adotam a configuração lagrangeana destaca-se o re-
alizado por Koshizuka e Oka (1996) que apresentaram o método Moving Particle Semi-
Implicite (MPS) para simular a fragmentação de fluidos incompressíveis. Propuseram
um modelo determinístico de interação de partículas para representar gradientes, la-
placianos e superfícies livres. Resolveram a equação de pressão de Poisson por meio
Método do Gradiente Conjugado Incompleto de Cholesky. Com o intuito de verificar a
eficiência de método desenvolvido, calcularam a evolução do colapso de uma coluna
d’água simulando a ruptura de uma barragem.
Em seu trabalho, Colagrossi e Landrini (2003) implementaram o método da Hi-
drodinâmica das Partículas Suavizadas (SPH) com um tratamento interfacial, ou seja,
campos de fluxos para diferentes fluidos com separação por interfaces acentuadas.
Apresentaram a ruptura de uma barragem com aproximação bifásica e estudaram os
efeitos da variação da razão de densidade. Afirmaram, como resultado, que a evolução
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dos fenômenos modelados, para um período de tempo relativamente maior, necessita
da resolução das equações de Navier-Stokes, devido aos efeitos da viscosidade dinâ-
mica das estruturas rotacionais geradas. No entanto, concluíram que efeitos de inte-
resse das engenharias são aqueles que ocorrem em um curto intervalo de tempo, tais
como os carregamentos causados pelos impactos e, neste caso, um passo importante
seria uma análise tridimensional.
Como foco da sua pesquisa, Feldman e Bonet (2007) propuseram um refina-
mento no tratamento das partículas que estão próximas ao núcleo (partícula vizinhas),
no método SPH. Para tanto, trataram essas partículas como "partículas filhas", pro-
pondo um refinamento maior para as partícula mais próximas. Com isso, através da
solução do problema de minimização não-linear, obtiveram uma distribuição mais ideal
de massa entre as partículas filhas, o que reduziu a introdução de erros na base do
campo de densidade, conservando a massa do sistema. Validaram sua ideia através
da simulação da ruptura de barragens e barreiras de contenção de enchentes, mos-
trando que o modelo é eficiente e reduz o tempo computacional.
Harada, Koshizuka e Kawaguchi (2007) propuseram a implementação total do
método SPH em unidades de processamento gráfico, ou seja, a implementação direta
nas placas gráficas (GPUs). Com isso, puderam explorar, massivamente, a capaci-
dade de processamento dessas unidades, o que não acontecia anteriormente, pois
somente a busca por partículas vizinhas era implementada nas GPUs. Como teste de
processamento, simularam a ruptura de uma barragem contendo 4.000.000 de partícu-
las em uma GPU com 768 𝑀𝐵 de memória. Os resultados obtidos, em alguns casos,
foram 28 vezes mais rápidos que a programação na unidade central de processamento
(CPU).
No trabalho proposto por Silva Neto (2008) foi implementado um sistema capaz
produzir animações interativas usando as equações de Águas Rasas para jogos, mo-
delados por meio de método SPH. A vantagem deste modelo, segundo o autor, é que,
por ser baseado em Águas Rasas, foi possível obter uma representação tridimensional
do fluido através de uma simulação bidimensional. Com isso, foi evitado o uso do teste
de colisão do fluido contra os objetos em cena. Em seus testes de validação constatou
que, por ser um método mais direcionado para animação, não se comportou de forma
satisfatória ao simular problemas de engenharia como a ruptura de barragens.
Com o objetivo de gerar um sistema capaz de avisar pessoas em áreas de
risco, Capone (2009) trabalhou com a complexidade da simulação numérica do desli-
zamento de terras causadas por ondas. Inicialmente, usou o SPH somente para con-
siderar as ondas como um corpo rígido. Após, tratou-as como um corpo deformável e
testou seu modelo simulando a ruptura de barragens hipotéticas, com e sem constru-
ções formando barreiras.
Capítulo 2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 23
Staroszczyk (2010) simulou a ruptura de uma barragem hipotética para modelar
o escoamento de um fluido e testar uma reformulação no tratamento das funções
padrões usadas como núcleos suavizados no método SPH. Mostrou que as mudanças
propostas foram úteis e que eram capazes de predizer as mudanças nas posições de
avanço das frentes de onda. No entanto, constatou que estas melhorias elevaram o
custo computacional, mas não afetaram a eficiência dos resultados.
Uma visão geral do método SPH foi realizada por Liu e Liu (2010), onde fize-
ram uma revisão de todos os procedimentos que eram necessários para a aplicação
do método, desde a consistência e estabilidade das partículas até a formulação dos
núcleos. Destacaram-se ainda por verificar todo que havia sido feito de modificações e
melhorias no SPH até aquele ano, demonstrando estes avanços com o uso de exem-
plos clássicos, como a ruptura de barragens.
Em seu trabalho Kao e Chang (2012) utilizaram o método SPH para modelar
as equações de Águas Rasas bidimensionais que simulam a ruptura de barragens
que influenciam em enchentes e inundações. No modelagem proposta constaram que
ocorreram fenômenos complicados de serem trabalhados, tais como misturas de esco-
amentos trans-críticos, propagações de frentes de choques, reflexões parciais, saltos
hidráulicos e interação de múltiplas ondas. No entanto, a implementação numérica foi
capaz de simulá-los de maneira fiel e, assim, provaram que este tipo de modelagem é
útil para problemas práticos da engenharia hidráulica.
Baseados no método SPH Fracamente Compressível (WCSPH), Zhang et al.
(2012) propuseram uma nova equação de pressão para reduzir o tempo computaci-
onal, acelerando a convergência para pequenas variações da densidade, o que permi-
tiu um maior intervalo de tempo de simulação. Juntamente com essa mudança, intro-
duziram uma nova aproximação para o passo de tempo que, automaticamente, adapta
o tempo de acordo com cada partícula, o que melhorou a eficiência computacional e
contribuiu para a simulação de fluidos em tempo real. Para isso, combinaram um pro-
cessamento em paralelo de CPU e GPU, ao que chamaram de Plataforma Multi-GPU.
Com isso, conseguiram rodar a simulação da ruptura de uma barragem em escada
com efeitos realísticos e em tempo real.
Como visto, o tema sobre ruptura de barragens tem sido uma ferramenta útil às
simulações numéricas. Neste contexto, esta dissertação modela, de uma forma mais
simplificada, esse experimento e trata o sistema de equações formado por meio de
uma variação das equações de Euler, assim como foi feito no trabalho de Carbajal,
Wanderley e Neves (2012).
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
De acordo com a Física Clássica, Leis de Conservação são aquelas que afir-
mam que para um sistema físico, isolado, que passa por um determinado processo,
apresenta propriedades que não mudam antes, durante ou depois do processo. Estas
Leis estão intimamente relacionadas com simetrias que ocorrem na natureza. Elas
advêm de relações matemáticas associadas a certas simetrias de um processo fí-
sico. Para entender estas simetrias, este capítulo aborda alguns conceitos fundamen-
tais, tais como: a forma de descrever um movimento, Seção 3.1, as principais Leis
de Conservação, Seção 3.2, a formulação da equação da Hidrostática, Seção 3.3,
o comportamento de um fluido newtoniano, Seção 3.4, a construção da equação de
Navier-Stokes para fluidos incompressíveis, Seção 3.5, a formação de um sistema
de equações diferenciais constituído, principalmente, pelas Leis de Conservação ou,
em muitos casos, por uma simplificação da equação de Navier-Stokes, chamada de
equações de Euler, Seção 3.6 e, por fim, apresenta mais um sistema de equações
diferenciais composto pelas equações de Águas Rasas, Seção 3.7.
3.1 DESCRIÇÃO DO MOVIMENTO
Descrever um movimento significa prever a posição, a velocidade e a acele-
ração de todos os pontos do meio contínuo a qualquer instante de tempo t (LAI et
al., 2009). Um movimento pode ser descrito por meio de uma mera observação, as-
sim como ocorre na observação do movimento de um lago, um túnel de vento ou em
um modelo reduzido. Por meio de uma descrição material ou também chamada de
Lagrangeana onde um ponto que possui uma posição inicial é acompanhado por um
vetor posição ?⃗?(?⃗?, t), normalmente usado quando o meio em que o ponto material se
encontra sofre pouca deformação. Por meio de uma descrição espacial ou Euleriana
onde o vetor posição ?⃗?(?⃗?, t) é fixo e as partículas passam sucessivamente por essa
posição, chamada de região de controle, normalmente usada em um meio que sofre
grandes deformações (fluido). Ao se considerar o movimento em um meio contínuo, a
temperatura Θ , a velocidade v e o tensor de tensões T variam com o tempo. Se ao
descrever o movimento for adotado a configuração Lagrangeana as grandezas Θ , v ,
T serão expressas como funções dependentes das coordenadas materiais e do tempo
𝑡, ou seja,
Θ = ̂︀Θ(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, t), (3.1)
v = ̂︀v(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, t), (3.2)
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e
T = ̂︀T(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, t). (3.3)
Caso seja adotado a configuração Euleriana, tem-se então as grandezas ex-
pressas em função das coordenadas de um ponto fixo no espaço (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) e o tempo
𝑡, ou seja,
Θ = Θ̌(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, t), (3.4)
v = v̌(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, t), (3.5)
e
T = Ť(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, t). (3.6)
3.2 LEIS DE CONSERVAÇÃO
3.2.1 Lei de conservação da massa
Em seus experimentos o francês Antoine Laurent Lavosier concluiu que, numa
reação química realizada em um sistema fechado, a massa permanecia constante, ou
seja, em um sistema fechado, onde não há troca de matéria com o meio ambiente, a
massa total antes da reação é igual a massa total após a reação. Por esta descoberta
a Lei de Lavosier é hoje popularmente conhecida pela frase:
"Na natureza nada se cria, nada se perde, tudo se transforma."
Para definir a equação de conservação da massa, considere 𝜌 a massa espe-
cífica de um material ou seja, 𝜌 é a massa do material por unidade de volume, 𝑉 𝑚.





𝜌(?⃗?, 𝑡)𝑑𝑉 = 0. (3.7)
De acordo com o Teorema de Transportes de Reynolds (MALVERN, 1969), para
um dado T(?⃗?, 𝑡), que pode ser um escalar ou uma função tensorial com coordenadas













T(?⃗? · ?⃗?)𝑑𝑆, (3.8)
onde Vc é o volume de controle, fixo no espaço, Sc são as fronteiras de Vc, ?⃗? =
(𝑢, 𝑣, 𝑤) é um vetor velocidade e ?⃗? é um vetor normal unitário. Desta forma, a equação




𝜌(?⃗?, 𝑡)𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑆𝑐
𝜌(?⃗? · ?⃗?)𝑑𝑆, (3.9)






𝜌(?⃗?, 𝑡)𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑆𝑐
𝜌(?⃗? · ?⃗?)𝑑𝑆. (3.10)
A equação (3.10) indica que a taxa de variação da massa dentro do volume
de controle é igual ao influxo de massa através da superfície de controle. Como, pelo
Teorema de Gauss (LAI et al., 2009),∫︁
𝑆𝑐



















𝑑𝑉 = 0, (3.13)
que é válida para todo 𝑉 𝑐. Assim,
𝜕𝜌
𝜕𝑡




+ 𝜌div(?⃗?) = 0. (3.15)
As equações (3.14) ou a sua variação, equação (3.15), são conhecidas como
a equação de Conservação da Massa ou equação da Continuidade. (LAI et al., 2009).
3.2.2 Lei de conservação do momentum
Sabe-se que corpos possuem massa que pode ser denotada por m. Quando
este se deslocam apresentam uma velocidade ?⃗?. A quantidade obtida da multiplicação
da massa pela velocidade (𝑚 · ?⃗?), chamado do movimento linear, também deve ser
conservado ou, em outras palavras, não é possível aumentar nem diminuir o valor
desta quantidade (MALVERN, 1969).
A ideia básica deste postulado é que cada partícula, em um meio contínuo,
deve satisfazer a lei do movimento de Newton, também conhecida como Segunda Lei
de Newton, que pode ser escrita na forma vetorial
𝐹 = 𝑚 · ?⃗?, (3.16)
onde ?⃗? = 𝐷?⃗?/𝐷𝑡 é aceleração da partícula.
O princípio global do momentum linear diz que a força total (força de superfície
e forças de corpo) que atua em qualquer parte fixa de um ponto material é igual à taxa
de variação da quantidade de movimento linear (LAI et al., 2009).
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De acordo com o Teorema de Transportes de Reynolds, equação (3.8), a equa-













𝜌?⃗?(?⃗? · ?⃗?)𝑑𝑆. (3.18)
Assim, de acordo com a equação (3.18), pode-se afirma que a força total exer-
cida sobre a parte fixa de um ponto material num dado instante de tempo t e volume
de controle 𝑉 𝑐 é igual à razão de tempo da mudança total do movimento linear dentro
do volume de controle adicionado do influxo do movimento linear através da superfície
de controle 𝑆𝑐.
De forma análoga à equação (3.13), onde foi aplicado o Teorema da Divergên-





















= −(𝜌div?⃗?)?⃗? + 𝜌𝐷?⃗?
𝐷𝑡
. (3.20)
Da equação de conservação da massa, 𝐷𝜌/𝐷𝑡 + 𝜌div?⃗? = 0. Logo, a equação












Como t é um vetor de tensão, então poder ser decomposto em função do tensor















− divT − 𝜌B
)︃










= divT + 𝜌B, (3.25)
que é chamada de equação do Movimento.
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3.2.3 Lei de conservação da energia
O Princípio ou Lei de conservação da energia estabelece que a quantidade
total de energia de um sistema isolado deve permanecer constante, ou seja, a energia
não pode variar, ser destruída, mas sim transformada. Desconsiderando a entrada de
outras formas de energia a Lei de conservação de energia, segundo Lai et al. (2009),
pode ser enunciada de seguinte forma:
"A razão do acréscimo, no tempo, da energia interna e da energia cinética para um
ponto material fixo é igual a variação do trabalho realizado pela superfície e as forças
de corpo mais o fluxo de calor, por condução, através das superfícies deste volume."
Considerando que 𝑣2 denota (?⃗? · ?⃗?), u a energia interna por unidade de massa,
q o vetor fluxo de calor, ou seja, a razão do fluxo de calor por unidade de área através












(t · ?⃗?)𝑑𝑆 +
∫︁
𝑉 𝑐
𝜌(B · ?⃗?)𝑑𝑉 −
∫︁
𝑆𝑐




Aplicando o Teorema de Transportes de Reynolds, equação (3.8), o lado es-






































































Como a força total 𝑃 ou taxa de trabalho, realizado pelo vetor de tensão t sobre




(t · ?⃗?)𝑑𝑆 =
∫︁
𝑉 𝑐
[(divT) · ?⃗? + 𝑡𝑟(T𝑇 ▽ ?⃗?)]𝑑𝑉, (3.29)
onde 𝑡𝑟 representa o traço de (T𝑇 ▽ ?⃗?) e ▽?⃗? o gradiente do vetor velocidade. Então,
na equação (3.26), tem-se∫︁
𝑆𝑐
(t · ?⃗?)𝑑𝑆 =
∫︁
𝑉 𝑐
[(divT) · ?⃗? + 𝑡𝑟(T𝑇 ▽ ?⃗?)]𝑑𝑉. (3.30)
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Pela equação (3.11), Teorema da Divergência de Gauss,∫︁
𝑆𝑐
















[(divT + 𝜌B) · ?⃗? + 𝑡𝑟(T𝑇 ▽ ?⃗?) − divq + 𝜌𝑞𝑆]𝑑𝑉. (3.32)
Como
(divT + 𝜌B)?⃗? = 𝜌𝐷?⃗?
𝐷𝑡

















= 𝑡𝑟(T𝑇 ▽ ?⃗?) − divq + 𝜌𝑞𝑆, (3.35)
que é chamada de equação de Conservação da Energia.
3.3 EQUAÇÃO HIDROSTÁTICA
Considerando a equação do movimento de Cauchy em notação indicial,
𝜕𝑇𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝐵𝑖 = 𝜌𝑎𝑖, (3.36)
onde 𝑎𝑖 representa a taxa de variação da quantidade de movimento linear e negligen-
ciando a aceleração, tem-se
𝜕𝑇𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝐵𝑖 = 0, (3.37)
chamada de equação do equilíbrio estático (LAI et al., 2009).
Se este fluido for considerado em equilíbrio estático, então somente a tensão
normal será considerada, ou seja, não há forças de tensões cisalhantes. Sendo assim,
a única força de superfície a atuar neste fluido será a pressão 𝑃 . Logo
𝑇𝑖𝑗 = −𝑃𝛿𝑖𝑗, (3.38)
sendo 𝛿𝑖𝑗 o delta de Kronecker, conforme definido no Apêndice (A). Assim, a equação




Ao analisar a equação (3.37) percebe-se que duas forças atuam sobre este
fluido, que são as forças de corpo e as forças de superfície, sendo esta última a pres-
são. Para muitas aplicações em engenharia, as forças de corpo são causadas pela
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gravidade, conforme abordado em Pritchard (2011). Sendo assim, considerando o ve-




que também pode ser escrita na forma
−∇𝑃 + 𝜌?⃗? = 0, (3.41)
que é a equação hidrostática.
Se for adotado, no sistema de coordenadas cartesianas, o eixo 𝑧 como o eixo











o que mostra que a pressão é independente de 𝑥 e 𝑦. Logo, a derivada total pode ser




Para fluidos incompressíveis, 𝜌 = constante, tem-se
𝑑𝑃
𝑑𝑧
= −𝜌𝑔 = constante. (3.46)
Assim, para a variação de pressão, dado uma condição de fronteira e um nível de









o que resulta em
𝑃 − 𝑃0 = −𝜌𝑔(𝑧 − 𝑧0) = 𝜌𝑔(𝑧0 − 𝑧) (3.48)
ou
Δ𝑃 = 𝜌𝑔(𝑧0 − 𝑧) = 𝜌𝑔ℎ. (3.49)
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3.4 FLUIDOS NEWTONIANOS
O filósofo, matemático e físico inglês Isaac Newton observou, por meio de um
experimento em que colocou uma placa em movimento sobre um fluido, Figura 1, que
muitos fluidos apresentam proporcionalidade entre a tensão tangencial ou cisalhante
e a taxa de deformação e que esta constante de proporcionalidade é uma propriedade
intrínseca do material, a qual denominou de viscosidade absoluta ou viscosidade di-





FIGURA 1 – O EXPERIMENTO DE NEWTON DE TRANSFERÊNCIA DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO
FONTE: Gobbi et al. (2008)
Desta forma, a viscosidade dinâmica de um fluido, 𝜇, é a medida de sua resis-
tência à deformação. Quando uma tensão cisalhante é aplicada em um sólido elás-
tico, este se deforma até atingir o estado de equilíbrio. No entanto, ao ser removida
esta tensão o sólido retorna ao seu estado inicial (LAI et al., 2009). Para certos flui-
dos, como a água, a deformação permanece mesmo após findar a tensão cisalhante.
Pode-se dizer então que a tensão cisalhante do fluido em movimento não depende da
deformação, mas sim da taxa de deformação aplicada sobre ele. Quando a relação
tensão e taxa de deformação é linear, diz-se que este é um fluido newtoniano, como
pode ser observado na Figura 2.
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FIGURA 2 – TENSÃO versus TAXA DE DEFORMAÇÃO PARA VÁRIOS FLUIDOS
FONTE: Gobbi et al. (2008)
3.5 EQUAÇÃO DE NAVIER-STOKES PARA FLUIDOS INCOMPRESSÍVEIS
Considerando as características dos fluidos newtonianos, cuja tensão e a taxa
de deformação são lineares, o tensor de tensões T pode ser decomposto em duas
parcelas
T = −𝑃 I + T8, (3.51)
onde −𝑃 I é a parcela hidrodinâmica, sendo 𝑃 a pressão, e T8 uma parcela não hidro-
dinâmica que depende da taxa de deformação do fluido.
A taxa de deformação pode ser representada pelo tensor gradiente de veloci-
dades D, ou seja,
D = 12[▽⃗?⃗? + (▽⃗?⃗?)
𝑇 ], (3.52)












onde 𝑣 é o vetor velocidade.
Pela relação linear do fluido newtoniano, Figura 2, pode-se fazer uma compara-
ção com a relação constitutiva de um sólido elástico linear isotrópico (LAI et al., 2009).
Assim, a parcela não hidrodinâmica T8 pode ser escrita como
𝑇 8𝑖𝑗 = 𝜆Δ𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝐷𝑖𝑗, (3.54)
onde 𝜆, 𝜇 são constantes do material e Δ é o traço do tensor D. Escrito conforme a
equação (3.54), o tensor T8 é chamado de tensão de viscosidade e, assim, o tensor
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de tensão torna-se
𝑇𝑖𝑗 = −𝑃𝛿𝑖𝑗 − 𝜆Δ𝛿𝑖𝑗 − 2𝜇𝐷𝑖𝑗. (3.55)
Para o caso de um fluido em equilíbrio, como em um recipiente isolado con-
tendo água, a equação (3.54) será nula.
Tomando como base a equação de conservação da massa, equação (3.15),









o que implica em
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘
= 𝑑𝑖𝑣?⃗? = 0. (3.58)
Assim, para um fluido incompressível, o traço do tensor gradiente de velocida-
des será nulo, ou seja,
Δ = 𝐷𝑖𝑖 = 𝐷11 + 𝐷22 + 𝐷33 = 0. (3.59)
Desta forma, a equação (3.55) será escrita como
𝑇𝑖𝑗 = −𝑃𝛿𝑖𝑗 − 2𝜇𝐷𝑖𝑗 (3.60)
ou



































































chamada de equação de Navier-Stokes para fluidos newtonianos incompressíveis.
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3.6 EQUAÇÕES DE EULER
Segundo Toro (2009), as equações de Euler dependentes do tempo 𝑡 formam
um sistema não linear hiperbólico de leis de conservação que governam a dinâmica
de um material compressível, quando os efeitos das forças de corpo, tensões viscosas
e fluxo de calor são negligenciados. Por este motivo, pode-se afirmar que as equações
de Euler são simplificações da equação de Navier-Stokes.
Este sistema formado pode ser representado por um conjunto de variáveis fí-
sicas ou primitivas, tais como densidade (𝜌), pressão (𝑃 ), velocidade na direção do
eixo 𝑥 (𝑢), velocidade na direção do eixo 𝑦 (𝑣) e velocidade na direção do eixo 𝑧 (𝑤)
ou então, em função de variáveis conservativas como densidade (𝜌), momento na di-
reção do eixo 𝑥 (𝜌𝑢), momento na direção do eixo 𝑦 (𝜌𝑣), momento na direção do eixo
𝑧 (𝜌𝑤) e energia total por unidade de massa (E).
Pode-se dizer que, fisicamente, este sistema de equações conservativas re-
sulta da adoção da lei de conservação da massa, da conservação do momento e
da conservação da energia. Desta forma, considerando as equações (3.15), (3.25) e
(3.35) obtém-se o sistema de equações conservativas formadas pelas equações de
Euler
𝜌𝑡 + (𝜌𝑢)𝑥 + (𝜌𝑣)𝑦 + (𝜌𝑤)𝑧 = 0, (3.67)
(𝜌𝑢)𝑡 + (𝜌𝑢2 + 𝑃 )𝑥 + (𝜌𝑢𝑣)𝑦 + (𝜌𝑢𝑤)𝑧 = 0, (3.68)
(𝜌𝑣)𝑡 + (𝜌𝑢𝑣)𝑥 + (𝜌𝑣2 + 𝑃 )𝑦 + (𝜌𝑣𝑤)𝑧 = 0, (3.69)
(𝜌𝑤)𝑡 + (𝜌𝑢𝑤)𝑥 + (𝜌𝑣𝑤)𝑦 + (𝜌𝑤2 + 𝑃 )𝑧 = 0 (3.70)
e













= 12 ?⃗? · ?⃗? =
1
2 (𝑢
2 + 𝑣2 + 𝑤2)
é a energia cinética específica e e é a energia interna específica.
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De acordo com Novak et al. (2010), as equações de Euler são somente as
equações (3.68), (3.69) e (3.70). No entanto, conforme Toro (2009), pode-se generali-
zar e considerar o sistema completo como as equações de Euler.
As equações de Euler também podem ser escritas na forma vetorial
?⃗?𝑡 + ⃗𝐹 (𝑈)𝑥 + ⃗𝐺(𝑈)𝑦 + ⃗𝐻(𝑈)𝑧 = 0, (3.72)
sendo ?⃗? um vetor de variáveis conservativas e ⃗𝐹 (𝑈), ⃗𝐺(𝑈), ⃗𝐻(𝑈) vetores fluxos nas



































Quando as forças de corpo são incluídas via um termo fonte, mas os efeitos da
viscosidade e condução do calor são negligenciados, as equações de Euler, na forma
vetorial, podem ser escritas
?⃗?𝑡 + ⃗𝐹 (𝑈)𝑥 + ⃗𝐺(𝑈)𝑦 + ⃗𝐻(𝑈)𝑧 = ⃗𝑆(𝑈), (3.74)
onde, em ⃗𝑆(𝑈) forças de corpo, como a gravidade, podem ser introduzidas. Normal-
mente, ⃗𝑆(𝑈) é uma função algébrica das variáveis do escoamento e não envolve de-
rivadas, mas pode haver exceções (TORO, 2009).
Como comentado anteriormente, as equações de Euler podem ser escritas em
função de variáveis primitivas ou físicas. Assim, expandindo as derivadas na equa-
ção de conservação da massa (3.67), substituindo nas equações do momento (3.68),
(3.69), (3.70) e, após, usando na equação da energia (3.71) resultam nas equações
de Euler para um gás ideal, com a gravidade como termo fonte, escritas como:
𝜌𝑡 + 𝑢𝜌𝑥 + 𝑣𝜌𝑦 + 𝑤𝜌𝑧 + 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧) = 0, (3.75)
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑤𝑢𝑧 +
1
𝜌
𝑃𝑥 = 𝑔1, (3.76)
𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 + 𝑤𝑣𝑧 +
1
𝜌
𝑃𝑦 = 𝑔2, (3.77)
𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑦 + 𝑤𝑤𝑧 +
1
𝜌
𝑃𝑧 = 𝑔3 (3.78)
e
𝑃𝑡 + 𝑢𝑃𝑥 + 𝑣𝑃𝑦 + 𝑤𝑃𝑧 + 𝛾𝑃 (𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧) = 0, (3.79)
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ou seja, é a razão entre o calor específico sob pressão constante e o calor específico
sob volume constante (LEVEQUE, 2002).
De acordo com Toro (2009), a razão de calor específico da água, 𝛾𝑊 , é de
1𝑐𝑎𝑙/𝑔 · ∘𝐶 e do ar, 𝛾𝑎, é de 0, 24𝑐𝑎𝑙/𝑔 · ∘𝐶, ambas sob pressão constante.
Segundo LeVeque (2002), pode-se estabelecer uma relação para a razão de
calor específico em função do número de Prandtl, 𝑃𝑟, ou seja,
𝛾 = 5𝑃𝑟9𝑃𝑟 − 4 . (3.81)
Em condições normais, ou seja, temperatura constante e pressão constante, o
número de Prandtl para o ar é 𝑃𝑟𝑎 = 0, 71 e para a água, a uma temperatura de 20∘𝐶,
é 𝑃𝑟𝑊 = 0, 7. Assim, usando a relação (3.81), tem-se
𝛾𝑊 ≈ 𝛾𝑎 ≈ 1, 52174. (3.82)
No entanto, se o escoamento for isotérmico, então pode-se considerar que 𝛾𝑊 = 𝛾𝑎 =
1.
3.7 EQUAÇÕES DE ÁGUAS RASAS
As equações de Águas Rasas, segundo Dutykh e Mitsotakis (2009), podem ser
consideradas como aproximações do problema de escoamentos em superfícies livres
onde, na equação (3.25), a componente da aceleração na direção do eixo 𝑦 pode ser
negligenciada. Logo, derivando a equação da variação de pressão hidrostática (3.49)




Dessa forma, tanto as pressões como as demais componentes da aceleração da
equação do Movimento (3.25) são independentes da componente 𝑦, resulta
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑤𝑢𝑥 = −𝑔ℎ𝑥 (3.83)
e
𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 + 𝑤𝑤𝑧 = −𝑔ℎ𝑧, (3.84)
chamadas de equações de Águas Rasas.
Capítulo 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 37
Para o caso do escoamento ser considerado levemente compressível, pode-se
supor
𝜌 ≈ 𝜌∞ [1 + 𝜏(𝑃 − 𝑃∞)] ,
sendo 𝜌∞ e 𝑃∞ a densidade e a pressão na superfície livre do escoamento, respectiva-
mente, e 𝜏 o coeficiente de compressibilidade isotérmica. Assim, considerando-se as
equações (3.67) e (3.68), nas equações de Euler, e supondo o escoamento ocorrendo
somente na direção do eixo cartesiano 𝑥, resulta
𝑃𝑡 + (𝑃𝑢)𝑥 = 0 (3.85)
e
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +
1
𝜌
𝑃𝑥 = 0. (3.86)
Considerando-se a hipótese da distribuição hidrostática de pressão, equação
(3.49), e adotando que 𝜌 = 𝜌∞, as equações (3.85) e (3.86) podem ser escritas como:
ℎ𝑡 + (ℎ𝑢)𝑥 = 0 (3.87)
e
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔ℎ𝑥 = 0, (3.88)
que são equações unidimensionais equivalentes ao modelo de Águas Rasas (3.83) e
(3.84).
As equações de Águas Rasas, assim como as equações de Euler ou Navier-
Stokes, podem ser escritas em função de outras variáveis, tais como as variáveis
conservativas, onde seu tratamento se torna mais conveniente na construção de es-
quemas de diferenças finitas ou na forma normal, cujo tratamento matricial transforma
o sistema em equações quase-lineares. Tais forma de equacionamento, bem como ou-
tras dimensões e propriedades importantes que governam o escoamento, nesse tipo
de sistema, pode ser encontrado em bibliografias como Tan (1992), onde o assunto é
amplamente tratado e discutido.
38
4 MÉTODOS DE SOLUÇÕES
Neste capítulo são apresentas as principais formas de soluções numéricas ne-
cessárias para o entendimento deste trabalho. Para tanto, a Seção 4.1 apresenta a
Dinâmica dos Fluidos Computacional e suas diversas áreas de atuação. A seguir, é
feita uma breve formulação do Método das Diferenças Finitas, Seção 4.2. Depois, é
feita a análise de convergência, consistência e estabilidade, Seção 4.3, sendo que os
problemas encontrados são corrigidos por meio do esquema de Lax-Friedrichs, Seção
4.4. Por fim, outras formas de tratar o domínio são apresentadas por meio do Método
da Características, Seção 4.5 e da Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas, Seção
4.6.
4.1 DINÂMICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL
A solução de alguns problemas físicos podem se tornar uma tarefa árdua, se-
não impossível. Obter uma resposta algébrica para um conjunto de equações dife-
renciais parciais como as equações de Euler, exige muito tempo e, também, muitas
simplificações podendo levar a resposta final distante da realidade. Para o caso das
equações de Navier-Stokes, isso torna-se impossível.
A Dinâmica dos Fluidos mostrou bem a limitação do cálculo diferencial para
prever fenômenos mais complexos, o que veio a prejudicar a hidrodinâmica por muitas
décadas, conforme afirma Paiva et al. (2009).
A Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD), sigla em inglês de Computatio-
nal Fluid Dynamics, tem conseguido avanços consideráveis na modelagem e solução
daquelas equações, pois alia o aprimoramento das técnicas e esquemas de soluções
numéricas com a evolução da capacidade de processamento dos computadores. Isto
faz com que fenômenos mais complexos sejam modelados com maior precisão e num
espaço de tempo cada vez menor, bem como evita experimentos de altos custos ou
impossíveis em laboratórios (GOMEZ-GESTEIRA et al., 2010).
Hirsch (2007) esquematiza o desenvolvimento computacional de um experi-
mento subdividindo-o em três etapas; Projeto Assistido por Computador (Computer-
Assisted Design-CAD), Engenharia Assistida por Computador (Computer-Assisted En-
gineering-CAE) e Fabricação Assistida por Computador (Computer-Assisted Manufac-
turing-CAM), onde cada uma destas etapas é formada por um conjunto de software
e ferramentas computacionais. Dentro deste contexto, a CFD é classificada como
um das formadoras da CAE, que também é composta pela Mecânica dos Sólidos
Computacional (Computational Solid Mechanics-CSM), Aeroacústica Computacional
Capítulo 4. MÉTODOS DE SOLUÇÕES 39
( Computational Aero-Acoustics-CAA) e Electromagnetismo Computacional (Compu-
tational electromagnetics-CEM). Ao observar a posição central ocupada pela CAE e,
dentro dela a CFD na Figura 3, consegue-se compreender o que dizem Paiva et al.
(2009) quando afirmam que pesquisadores em Dinâmicas dos Fluidos trabalham em
institutos e departamentos de matemática, física e engenharia, o que torna esta área
interdisciplinar.
FIGURA 3 – A ESTRUTURA DE DESENVOLVIMENTO DE UM PROTÓTIPO VIRTUAL
FONTE: Adaptado de Hirsch (2007)
De uma forma geral, os métodos numéricos podem ser classificados em méto-
dos eulerianos, que são aqueles que discretizam o domínio computacional por meio
de um conjunto de células, comumente chamada de malha computacional ou grid ;
métodos lagrangeanos, que são aqueles no qual utilizam um conjunto de partículas
para discretizar o estado e a dinâmica de um sistema; os métodos híbridos, que são
aqueles que combinam os métodos eulerianos e lagrangeanos, com o intuito de con-
tornar as desvantagens que cada um deles apresentam, sendo normalmente usado
em simulações que envolvem a interação fluido-estrutura. Este tipo de método numé-
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rico não será abordado neste trabalho, mas pode ser encontrado em trabalhos como
Mao e Yang (2005) ou Benson (1992).
4.2 MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS
Uma das ferramentas que compõem a CFD é a técnica euleriana das diferen-
ças finitas, também chamada de Método das Diferenças Finitas (MDF), considerada a
forma mais antiga de se obter a solução numérica das equações diferenciais, onde as
primeiras aplicações foram atribuídas a Euler, em 1768 (HIRSCH, 2007).
O MDF é baseado nas propriedades das expansões das séries de Taylor e nas
aplicações diretas das definições de derivadas. Assim, considerando a definição da





𝑢(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑢(𝑥)
Δ𝑥 . (4.1)
Se o limite for removido da igualdade acima, então resulta em uma diferença.
Como Δ𝑥 é pequeno, mas finito, obtêm-se uma aproximação para a função derivada
𝑢.
O fato de considerar Δ𝑥 finito introduz um erro na solução da derivada, cha-
mado de erro de truncamento e o tamanho deste erro pode ser obtido por meio da
expansão por série de Taylor de 𝑢(𝑥 + Δ𝑥) em torno de 𝑥, o que denomina-se de
ordem de precisão da aproximação diferença (HIRSCH, 2007). Então,






′′′(𝑥) + · · · (4.2)
que pode ser escrita na forma









′′′(𝑥) + · · ·
]︃
(4.3)
onde o termo entre colchetes é o erro de truncamento e, os demais termos conside-
rados, confirmam que a igualdade (4.1) é a definição para a derivada da função 𝑢 em
relação à 𝑥.
Se na expressão (4.3) for considerado o truncamento até o menor expoente em
Δ𝑥, ou seja,









a aproximação é dita de primeira ordem e escreve-se como
𝑢(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑢(𝑥)
Δ𝑥 = 𝑢
′(𝑥) + 𝑂(Δ𝑥). (4.5)
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É possível definir formas diferentes para aproximar a derivada e estas podem
ter diferentes ordens de precisão. Contudo, a maneira como foram obtidas as formu-
lações anteriores conduz à soluções contínuas para 𝑢′(𝑥), sendo que o objetivo é o
cálculo de 𝑢 por meio de um conjunto discreto de pontos, ou seja, uma solução nu-
mérica. Desta forma, se for adotado um conjunto de pontos 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , onde o
domínio de interesse é subdividido em 𝑁 partes de tamanhos iguais Δ𝑥 e 𝑢𝑖 = (𝑖Δ𝑥),
então a solução numérica pode ser encontrada, sem perda de generalidades, por meio
de três caminhos da aproximação da derivada, que são
(𝑢′)𝑖 =
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
Δ𝑥 + 𝑂(Δ𝑥), (4.6)
chamada de diferença avançada (forward difference)
(𝑢′)𝑖 =
𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1
Δ𝑥 + 𝑂(Δ𝑥), (4.7)





chamada de diferença central (central difference).
Como pode ser observado, as diferenças (4.6) e (4.7) são de precisão de pri-
meira ordem, enquanto que a diferença (4.8) é de precisão de segunda ordem. A
interpretação geométrica destas diferenças pode ser observada na Figura 4.
FIGURA 4 – INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DAS FÓRMULAS DAS DIFERENÇAS PARA AS DERIVADAS DE
PRIMEIRA ORDEM
FONTE: adaptado de Hirsch (2007)
As fórmulas do Método das Diferenças Finitas unidimensional podem ser es-
tendidas para o plano bidimensional. Ao observar a Figura 5 pode-se obter a malha
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retangular para o ponto 𝑢𝑖𝑗 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), sendo 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖Δ𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑦0 + 𝑗Δ𝑦 e, então,







= 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗Δ𝑥 + 𝑂(Δ𝑥), (4.9)







= 𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗Δ𝑦 + 𝑂(Δ𝑦). (4.10)







= 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗Δ𝑥 + 𝑂(Δ𝑥) (4.11)







= 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1Δ𝑦 + 𝑂(Δ𝑦). (4.12)







= 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗2Δ𝑥 + 𝑂(Δ𝑥
2) (4.13)







= 𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗−12Δ𝑦 + 𝑂(Δ𝑦
2). (4.14)
FIGURA 5 – MALHA CARTESIANA BIDIMENSIONAL
FONTE: Hirsch (2007)
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Outro caso a ser considerado para as diferenças é quando se deseja obter uma
solução numérica para a função 𝑢 num tempo diferente daquele que está sendo traba-
lhado, ou seja, deseja-se conhecer a função para tempos diferentes, sendo que já se
conhece a solução para o tempo atual 𝑛. Assim, discretizando o espaço e o tempo em
intervalos constantes Δ𝑥 e Δ𝑡, sendo 𝑥𝑖 = 𝑖Δ𝑥, 𝑡𝑛 = 𝑛Δ𝑡 e 𝑢𝑛𝑖 = 𝑢(𝑖Δ𝑥, 𝑛Δ𝑡), pode-
se obter duas formas de avaliar a solução. Para exemplificá-las, pode-se considerar a







𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 0, (4.16)
sendo 𝑎 uma constante. Logo, adotando para a discretização no tempo a diferença









ou, explicitando o termo para o tempo 𝑛 + 1,







conhecido como Método das Diferenças Finitas Explícito (MDFE).
Da mesma forma, porém considerando o segundo termo da equação (4.17)









conhecido como o Método das Diferenças Finitas Implícito (MDFI).
De acordo com Sperandio, Mendes e Silva (2003), a classificação das diferen-
ças em explícitas ou implícitas está no fato de que se os valores de 𝑢, no tempo 𝑛 + 1,
forem obtidos em função de todas as quantidades no tempo corrente 𝑡 = 𝑛, então o
método será explícito. No entanto, se 𝑢 for obtido por valores no tempo futuro, 𝑡 = 𝑛+1,
o método será implícito.
Uma ilustração da discretização no espaço e no tempo pode ser observada na
Figura 6.
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FIGURA 6 – DISCRETIZAÇÃO NOS EIXOS ESPAÇO E TEMPO
FONTE: Hirsch (2007)
Conforme comentado em Press (1992), os métodos explícitos são de fácil im-
plementação, pois a função é avaliada por meio de valores já conhecidos, o que os
tornam muito econômicos em função do número de operações necessárias para avan-
çar no tempo. Já para os esquemas implícitos, é necessário determinar três valores
desconhecidos no tempo 𝑛 + 1, o que conduz a resolução de um sistema de equa-
ções tridiagonal, que pode ser linear ou não, dependendo da equação a ser resolvida.
Para o caso de um sistema linear tridiagonal, o algoritmo de Thomas pode ser facil-
mente implementado. No entanto, para um sistema não linear o número de operações
necessárias para o avanço no tempo pode ser muito maior.
De forma análoga ao que foi desenvolvido para as aproximações de segunda
ordem no caso unidimensional, pode-se obter às aproximações de segunda ordem
bidimensional, assunto amplamente discutido em literaturas como Tan (1992) ou Le-
Veque (1990).
4.3 CONVERGÊNCIA, CONSISTÊNCIA E ESTABILIDADE
A falta de conhecimento das soluções exatas de certos problemas, nos remete
à resolvê-los de forma aproximada por meio de um esquema ou método numérico.
No entanto, faz-se necessário verificar até que ponto a forma numérica adotada é
satisfatória para tal tarefa.
De acordo com Kundu, Cohen e Dowling (2011), a verificação da "qualidade"
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de um esquema numérico, seja ele implícito ou explícito, necessita de três conceitos:
a convergência, a consistência e a estabilidade da solução numérica.
Segundo Crossley (1999), neste conjunto de conceitos ainda pode ser incluído
a precisão, que define o quanto a solução aproximada está conseguindo representar
da solução exata. Para tanto, se faz necessário o conhecimento de duas quantidades,
que são: o erro local ou truncamento, que é a diferença entre a solução numérica em
um dado ponto e a solução exata para este mesmo ponto, e o erro global, que reflete
o erro total da solução numérica, o que quase sempre é impossível de se obter, já que
a solução exata, no geral, é desconhecida.
Para Hirsch (2007), um esquema numérico é dito convergente quando a solu-
ção obtida tende para a solução exata no momento em que os passos, no tempo e no
espaço, tendem para zero. Assim, o erro de truncamento pode ser definido como
𝜖𝑛𝑖 = 𝑢𝑛𝑖 − ?̃? (𝑖Δ𝑥, 𝑛Δ𝑡) , (4.20)




|𝜖𝑛𝑖 | = 0. (4.21)
Kundu, Cohen e Dowling (2011) também afirmam que algumas medidas do
erro podem ser estimadas por
‖𝑒𝑛𝑖 ‖ ≤ 𝑘Δ𝑥𝑎Δ𝑡𝑏, (4.22)
onde esta medida pode ser determinada como a raiz quadrada do erro médio, sendo
𝑘 uma constante que depende de Δ𝑥 e Δ𝑡, 𝑎 e 𝑏 são razões de convergência quando
o erro se aproxima de zero.
Ao que foi visto acima, tudo leva a crer que um grid pode ser reduzido indiscri-
minadamente e a convergência será sempre alcançada. No entanto, conforme afirma
Crossley (1999), isto só será possível se o método for consistente, ou seja, ao ser re-
duzido o tamanho do passo no espaço e/ou no tempo a equação discretizada tender
para a equação diferencial onde, neste caso, o método será dito como de uso prático.
Deve ser lembrado que, devido à aritmética finita dos computadores, pode ha-
ver um acúmulo no erro à medida que ocorre o avanço no tempo no processo de
discretização. Se não houver um controle para este erro, a solução tenderá para o
infinito e o método será dito instável. Portanto, um método será dito estável quando,
ao avançar no tempo, mantiver o erro limitado. Isto é uma condição somente do mé-
todo numérico utilizado e não envolve as condições da equação diferencial (HIRSCH,
2007).
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Muitos métodos numéricos tem o seu grid limitado pelo número de Courant-
Friedrichs-Lewy (𝐶𝑜),
𝐶𝑜 ≤ 1 (4.23)
o que indica que a partícula de um fluido não pode percorrer mais do que um grid
espacial em um passo de tempo.
Dentre os conceitos analisados, a estabilidade é decisiva para a viabilidade de
uma aproximação numérica, devido ser uma condição necessária (em vez de sufici-
ente) para se ter a precisão. A relação entre consistência, estabilidade e convergência
é conhecida como o Teorema da Equivalência de Lax (HIRSCH, 2007).
Teorema 4.1 (Teorema de Lax) Dada uma equação diferencial parcial com condi-
ções iniciais e de contorno, bem postas, e um esquema de discretização que satisfaz à
condição de consistência, então a estabilidade é uma condição necessária e suficiente
para a convergência.
Pode-se adotar três procedimentos para a análise de estabilidade, que são:
a estabilidade eurística, a estabilidade de Von Neumann e a estabilidade matricial.
Destes, o mais utilizado, segundo Sperandio, Mendes e Silva (2003), é a análise de
Von Neumann que, basicamente, representa o erro numérico via uma decomposição
harmônica de Fourier, ou seja,
𝑢𝑛𝑗 = 𝜉𝑛𝑒𝑖𝑘𝑗Δ𝑥, (4.24)
onde 𝑘 é um número de onda espacial real e 𝜉 = 𝜉(𝑘) é um número complexo que de-
pende de 𝑘, chamado de fator de amplificação. Em seguida, a decomposição harmô-
nica é substituída na equação discretizada e, então, é feita a análise do crescimento
do erro, determinando assim se o método é condicionalmente estável ou incondici-
onalmente estável. Mais detalhes do assunto podem ser vistos em (HIRSCH, 2007),
(KUNDU; COHEN; DOWLING, 2011), (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003) ou (BAT-
CHELOR, 1953).
4.4 O ESQUEMA DE LAX-FRIEDRICHS
Como mostrado anteriormente, a equação linear hiperbólica da advecção, equa-
ção (4.16), foi discretizada por meio do MDFE, equação (4.18). No entanto, a forma
como foi construída esta discretização gera instabilidade que, segundo o Teorema de
Lax, não será convergente. Nota-se isso por meio da análise de Von Neumann que,
ao substituir o fator de amplificação (4.24) na equação (4.18), resulta
𝜉(𝑘) = 1 − 𝑖(𝐶𝑜)𝑠𝑒𝑛(𝑘Δ𝑥), (4.25)
onde 𝐶𝑜 = 𝑎Δ𝑡/Δ𝑥 ≤ 1, é o número de Courant-Friedrichs-Lewy, desigualdade (4.23),
e 𝑖 é um número imaginário.
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De acordo com Press (1992), como
|𝜉(𝑘)| = |1 − 𝑖(𝐶𝑜)𝑠𝑒𝑛(𝑘Δ𝑥)| > 1, (4.26)
para todo 𝑘, então o método é incondicionalmente instável. A Figura 7 mostra as ins-
tabilidades geradas para alguns intervalos de tempo.
FIGURA 7 – SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO DA ADVECÇÃO POR MEIO DO MDFE
FONTE: Autoria própria
Para tentar solucionar o problema da instabilidade o esquema de Lax-Friedrichs




















Ao fazer a análise de estabilidade de Von Neumann na equação (4.28) encontra-
se que
𝜉(𝑘) = 𝑐𝑜𝑠(𝑘Δ𝑥) − 𝑖(𝐶𝑜)𝑠𝑒𝑛(𝑘Δ𝑥). (4.29)
Se 𝜉(𝑘) na equação (4.29), que é um número complexo, for maior do que 1,
então o esquema (4.28) será instável, mas se for considerado que |𝜉(𝑘)|2 ≤ 1 o es-
quema (4.28) será estável, o que só será possível se 𝐶𝑜 ≤ 1, que é o critério de
Courant-Friedrichs-Lewy.
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Segundo Press (1992), o que ocorre no esquema de Lax-Friedrichs é a inclusão
de um termo difusivo, ou seja, o esquema de Lax-Friedrichs é dito ter uma dissipação
numérica ou viscosidade numérica. Isto pode ser observado na Figura 8, onde não
ocorre mais as soluções espúrias que estavam ocorrendo na Figura 7, mostrando que
o esquema (4.28) é estável. No entanto, a solução é "amortecida" pela difusão numé-
rica, o que pode prejudicar a resposta do ponto de vista físico do problema. Existem
outras forma de contornar o problema da instabilidade encontrada pelo MDFE, como
o método de Lax-Wendroff ou mesmo o esquema Upwind, mas não serão aborda-
dos neste trabalho. Tais métodos podem ser encontrados em literaturas como Press
(1992), Hirsch (2007), Kundu, Cohen e Dowling (2011), Sperandio, Mendes e Silva
(2003) ou Batchelor (1953).
FIGURA 8 – SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO DA ADVECÇÃO POR MEIO DO ESQUEMA DE LAX-
FRIEDRICHS
FONTE: Autoria própria
4.5 MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS
Define-se como "características" linhas no plano espaço-tempo ao longo das
quais certas propriedades das Equações Diferenciais Parciais (EDPs) se propagam
e o método pode ser considerado como uma forma analítica de obter suas soluções
(CUNGE; HOLLY; VERWEY, 1980).
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Utilizando como exemplo a EDP de primeira ordem
𝑢𝑡 + 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 = 0, (4.30)




















𝑎(𝑥, 𝑡) − 𝑑𝑥
𝑑𝑡
)︃
𝑢𝑥 = 0. (4.32)
Observando a equação (4.32) percebe-se que 𝑑𝑢/𝑑𝑡 = 0 em toda linha definida
por 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑎(𝑥, 𝑡). Isso implica que a solução 𝑢 é constante ao logo daquela linha,
conhecida como linha característica.
Se for possível definir um conjunto de linhas características, então será possível
conhecer a solução para todos os tempos, sendo necessário para isso apenas as
condições iniciais e as condições do contorno do problema, desde que as linhas não
se interceptem. Assim, pode-se obter a solução do problema, equação (4.30), por





Considerando o domínio do problema uma região finita, conforme a Figura 9,
para obter uma solução é necessário especificar os valores ao longo de alguma fron-
teira que contém as linhas características. Por exemplo, se for especificado o valor ao
longo da linha 𝑥 = 𝑥1, não será necessário especificar os valores das demais linhas,
pois as linhas características, dentro da região finita, já serão conhecidas.
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FIGURA 9 – LINHAS CARACTERÍSTICAS SOBRE UM DOMÍNIO FINITO
FONTE: Crossley (1999)
Se for considerado o caso em que
𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢)𝑢𝑥 = 0, (4.34)
onde 𝑓 ′(𝑢) = 𝑎(𝑢), então
𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0 (4.35)




Definido 𝑢 como constante ao longo da linha característica acima, 𝑎 também
será constante, sendo que todas as características serão linhas retas e, pela teoria
das Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) (KREYSZIG, 2010), será possível mos-
trar que, para 𝑢 contínuo, as linhas características não irão se interceptar. No entanto,
as EDPs hiperbólicas admitem soluções descontínuas e, para uma lei de conserva-
ção hiperbólica não linear, as linhas características irão se interceptar formando des-
continuidades ou choques, como pode ser observado nas interpretações geométricas
construídas no trabalho de Lobeiro (2012).
4.6 HIDRODINÂMICA DE PARTÍCULAS SUAVIZADAS
Além do MDF, outra ferramenta da CFD são os métodos lagrangeanos sem
malhas baseados em partículas (meshfree methods). Estes tipos de métodos vêm
ganhando espaço na modelagem computacional, principalmente com a melhora na
capacidade de processamento dos computadores e com a crescente programação
direta em placas gráficas, como pode ser visto no trabalho de Harada, Koshizuka e
Kawaguchi (2007).
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De acordo com Queiroz (2008), estes métodos possuem a vantagem de se
adaptarem a grandes deformações, de suportarem mudanças topológicas e de lida-
rem de forma "robusta" com os refinamentos adaptativos para o controle da preci-
são dos resultados. Em contrapartida, possuem como principal desvantagem o custo
computacional na busca por partículas vizinhas, já que necessitam das informações
particulares de cada uma delas para avançar no tempo.
Dentre os métodos sem malhas existentes, o Método das Partículas Suaviza-
das ( Smoothed Particle Hydrodynamics-SPH), se destaca nas simulações de esco-
amentos de fluidos, pois permite estas realizações em tempo linear, o que é desejá-
vel para aplicações em tempo real (Müller, Charypar e Gross (2003), apud Queiroz
(2008)).
O SPH surgiu para modelar fenômenos astrofísicos nos trabalhos desenvol-
vidos por Lucy (1977) e Gingold e Monaghan (1977). A ideia básica deste método
consiste em substituir o domínio físico por um domínio discretizado por meio de par-
tículas (núcleos), onde cada um destes núcleos possui propriedades como pressão,
densidade, velocidade, etc. Para cada ponto do domínio, a função ou uma de suas
derivadas é aproximada por uma média ponderada das contribuições de todas as par-
tículas que estão próximas deste ponto, ou seja, é feita uma convolução, conforme





𝑓(r’)𝛿(r − r’)𝑑𝑟′, (4.37)
onde 𝛿 é a função Delta de Dirac, r e r’ são variáveis no domínio de Ω.
Da definição da função Delta de Dirac, (QUEIROZ, 2008), tem-se
𝛿 =
⎧⎨⎩ 1 𝑠𝑒 r = r’0 𝑠𝑒 r ̸= r’ (4.38)
e ∫︁
Ω
𝛿(r − r’)𝑑𝑟 = 1. (4.39)
Apesar do uso da função Delta de Dirac na equação (4.37), isto é apenas uma
função generalizada, pois nenhuma função pode ter as mesmas propriedades que
ela. Desta forma, pode-se afirmar que a equação (4.37) não é compatível e deve-
se substituir a função Delta de Dirac por uma função que se comporte como ela. Tal
função é a função núcleo suavizado (Smooth Kernel) 𝑊 (r, ℎ), onde ℎ é o comprimento
de suavização (Smooth Lenght), devendo satisfazer as seguintes propriedades:
1) 𝑊 deve se aproximar do comportamento da função 𝛿 quando ℎ tende para zero,
o que garante a consistência da equação (4.37)
lim
ℎ→0
𝑊 (r, ℎ) = 𝛿(r). (4.40)
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2) Assim como a função 𝛿, 𝑊 deve ser normalizada∫︁
Ω
𝑊 (r, ℎ)𝑑𝑟′ = 1. (4.41)
3) A função núcleo deve possuir um suporte compacto, ou seja, deve ser nula sem-
pre que o comprimento for maior do que 𝑘ℎ, sendo 𝑘 uma constante relacionada
com o comprimento de suavização
𝑊 (r, ℎ) = 0; |r − r’| > 𝑘ℎ. (4.42)
Paiva et al. (2009) destaca ainda que a função núcleo deve satisfazer mais três
propriedades, que são:
4) O núcleo deve ser sempre positivo no suporte compacto, pois se for negativo
pode afetar a densidade
𝑊 (r, ℎ) ≥ 0. (4.43)
5) O núcleo deve ser sempre decrescente, ou seja, as partículas mais distantes do
núcleo central tem menor influência sobre ele
𝑊 (x, ℎ) < 𝑊 (r, ℎ)𝑠𝑒 ‖ x ‖>‖ r ‖ . (4.44)
6) O núcleo deve ser simétrico, o que pode ser mostrado por meio da expansão de
𝑊 (r − r’, ℎ) por série de Taylor (MONAGHAN, 1992)
𝑊 (r − r’, ℎ) = 𝑊 (r’ − r, ℎ). (4.45)
Satisfeitas as propriedades anteriores, substituindo o volume infinitesimal 𝑑𝑟′
por um volume finito Δ𝑉 , representado por partículas vizinhas, e relacionado este
volume com a massa 𝑚 de uma das partícula por meio da expressão 𝑚 = Δ𝑉 · 𝜌,






𝑓(r𝑖)𝑊 (r − r𝑖, ℎ), (4.46)
onde 𝑖 é uma distância sobre todas as partículas próximas ao núcleo suavizado. As
Figuras 10 e 11 mostram esquemas representativos da função núcleo, sendo que na
Figura 11 tem-se ainda a representatividade da influência que as partículas vizinhas
exercem sobre o núcleo.
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FIGURA 10 – REPRESENTAÇÃO DO NÚCLEO NO SUPORTE COMPACTO
FONTE: Coutinho (2011)
FIGURA 11 – REPRESENTAÇÃO DO NÚCLEO NO SUPORTE COMPACTO SOB A INFLUÊNCIA DAS PARTÍCU-
LAS DENTRO DO RAIO 𝑘ℎ
FONTE: Queiroz (2008)
A forma como a função 𝑓 foi discretizada na equação (4.46) para uma posição
r, num domínio computacional Ω, é a base de todo o formalismo do SPH.
Como visto nas propriedades, a escolha do núcleo é importante para a correta
discretização da função 𝑓 e diferentes funções podem ser utilizadas para cumprir tal
tarefa. Gingold e Monaghan (1977) propuseram, como função núcleo, a função gaus-
siana





sendo, 𝑥 = |r − r’|/ℎ. No entanto, esta função não possui suporte compacto, mas
aproxima-se rapidamente de zero, sem nunca atingi-lo, quando as distâncias entre
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duas partículas aumenta. Assim, ocorrerá a inclusão de muitas partículas na vizi-
nhança, conforme a Figura 10, o que terá um custo computacional alto demais.
Outro tipo de função amplamente utilizada são as funções Splines. No trabalho
de Monaghan e Lattanzio (1985) foi proposto o uso da função spline cúbica





3 𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 < 1
1
4(2 − 𝑥)
3 𝑠𝑒 1 ≤ 𝑥 < 2
0 𝑠𝑒 𝑥 ≥ 2,
(4.48)
onde somente partículas que distam 2ℎ do centro contribuem para a suavização do
núcleo. Splines de maior grau também são utilizadas para aproximação do núcleo,
bem como outras variações, como aquelas propostas no trabalho de Lucy (1977). No
entanto, todas apresentam problemas em satisfazer as propriedades necessárias. A
Figura 12 mostra o comportamento de três núcleos, sendo que o núcleo spline cúbico
é o que melhor se compara com o gaussiano, por isso é o mais utilizado. Já a Figura
13 mostra o comportamento de outras funções spline representando o núcleo. Mais
detalhes sobre as funções núcleo podem ser encontrados na bibliografia como Paiva
et al. (2009) ou Violeau (2012).
FIGURA 12 – COMPARAÇÃO DAS FUNÇÕES SPLINES DE TERCEIRO E QUINTO GRAUS COM A FUNÇÃO
GAUSSIANA
FONTE: Singh e Borker (2010)
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FIGURA 13 – COMPARAÇÃO DAS FUNÇÕES SPLINES DE TERCEIRO, QUARTO E QUINTO GRAUS E SUAS
DERIVADAS, PRIMEIRA E SEGUNDA, LINHAS PONTILHADAS LONGAS E CURTAS, RESPECTI-
VAMENTE, COM A FUNÇÃO GAUSSIANA
FONTE: Price (2012)
Uma vez determinado o núcleo, a modelagem por meio do SPH necessita das
derivadas de alguns campos, como os vetoriais e escalares. Assim, considerando a





𝑓(r’)𝛿(r − r’)𝑑𝑟′, (4.49)






𝑓(r𝑖)∇𝑊 (r − r𝑖, ℎ). (4.50)




⃗𝐹 (r’)𝛿(r − r’)𝑑𝑟′. (4.51)
Assim, calculando o seu divergente em relação à r, a aproximação integral torna-se





⃗𝐹 (r𝑖) · ∇𝑊 (r − r𝑖, ℎ). (4.52)
De forma análoga, pode-se determinar o rotacional do campo vetorial ⃗𝐹 (r), ou
seja, ∇ × ⃗𝐹 (r) sendo aproximado por





⃗𝐹 (r𝑖) × ∇𝑊 (r − r𝑖, ℎ). (4.53)
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Conforme comentado em Paiva et al. (2009), alguns destes operadores são
imprecisos e podem não obedecer as propriedades de conservação quando utilizados
na simulação do escoamento de fluidos. Deste forma, existem variações das aproxi-
mações dos campos escalares e vetoriais. Os erros destas aproximações, bem como
outras formas de aproximar os gradientes e divergentes daqueles campos, podem ser
encontrados em Monaghan (1992).
A representação do escoamento de um fluido, por meio da discretização do
SPH, inicia-se com a representação da densidade de uma partícula específica 𝜌𝑗,




𝑚𝑖𝑊 (r𝑗 − r𝑖, ℎ) (4.54)





Novamente por Paiva et al. (2009), o cálculo da densidade usando a equa-
ção aproximada (4.55) exige um esforço adicional na implementação numérica, pois
a densidade deve ser calculada em primeiro lugar para todas as partículas, antes dos
demais parâmetros. Uma alternativa é a substituição de uma das formas dos diver-









(v𝑖 − v𝑗) · ∇𝑗𝑊𝑗𝑖, (4.56)
que é a equação da Continuidade na formulação SPH, onde v𝑖 = 𝑑r𝑖/𝑑𝑡 e v𝑗 = 𝑑r𝑗/𝑑𝑡.
De acordo com Cossins (2010), como a discretização é feita sob uma dada
partícula em um meio contínuo, pode ser considerada a derivada total para determinar
a equação da Continuidade, conforme mostrado na equação (4.56). Assim, também




















2v𝑖 · v𝑖 + 𝑒𝑖
)︂
, (4.58)


















que, novamente por Cossins (2010), é conservativa.
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A implementação computacional usando o método SPH deve seguir uma se-
quência lógica de operações, já que cada partícula transporta consigo propriedades
físicas inerentes ao fluido que está sendo modelado e, a cada passo de tempo, so-
fre a influência das demais partículas que estão no seu suporte compacto. Além do
mais, com o avanço no tempo, as posições não são preservadas, fazendo com que a
simulação total sofra constantes atualizações. Desta forma, se o algoritmo não for efi-
ciente, capaz de "prever" estas particularidades do método, acabará comprometendo
a simulação.
No trabalho de Paiva et al. (2009) é apresentado um visão simplificada da im-
plementação por meio do SPH, conforme pode ser observado na Figura 14. Deste
esquema simplificado destacam-se dois pontos principais que podem afetar a simula-
ção, que são: a busca por partículas vizinhas e as condições de fronteira.
FIGURA 14 – VISÃO SIMPLIFICADA DA IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL USANDO O SPH
FONTE: Paiva et al. (2009)
No SPH as partículas estão sempre mudando de posição, então é necessário
uma atualização constante dos vizinhos de cada núcleo. Um dos métodos utilizados
para realizar esta tarefa é o da Força Bruta, que verifica quais as partículas estão
a uma distância inferior a 𝑘ℎ de um determinado núcleo e as considera no suporte
compacto. É um método simples, mas pode ser muito custoso, pois a medida que o
número 𝑛 de partículas aumenta exige um esforço computacional maior, já que eleva
o tempo computacional à ordem 𝑂(𝑛2). Outras formas adotadas para determinar as
partículas vizinhas são as Buscas em Grades, Figura 15, e a Busca por Estruturas
Adaptativas, particularizada pelas estruturas kd-tree e octree, Figura 16. Cada uma
delas apresentam vantagens e desvantagens, dependendo da simulação desejada,
conforme pode ser visto na bibliografia como Capone (2009).
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FIGURA 15 – DETERMINAÇÃO DAS PARTÍCULAS VIZINHAS PELO MÉTODO DE BUSCA EM GRADES
FONTE: Violeau (2012)
FIGURA 16 – DETERMINAÇÃO DAS PARTÍCULAS VIZINHAS USANDO ESTRUTURAS ADAPTATIVAS COMO
AS ESTRUTURAS OCTREE
FONTE: Paiva et al. (2009)
Para as condições de fronteira, existe a necessidade de manter o fluido, de
certa forma, "confinado". Para tanto, há o método das Partículas Fantasmas, onde
as fronteiras são partículas capazes de gerar forças de repulsão e de manter as de-
mais partículas dentro do domínio desejado. Para tanto, as partículas são dispostas
ao longo da fronteira com o intuito de repelir as partículas internas que se aproximam
do contorno, conforme pode ser observado da Figura 17 que esquematiza este pro-
cesso. No entanto, este tratamento pode ser difícil de ser mantido para geometrias
mais complexas, conforme abordado no trabalho de Vacondio (2010).
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FIGURA 17 – TRATAMENTO DAS FRONTEIRAS USANDO PARTÍCULAS FANTASMAS
FONTE: Queiroz (2008)
Para geometrias mais complexas, Paiva (2007) propôs um método baseado na
Reflexão Geométrica, Figura 18, onde as partículas que irão colidir com a fronteira,
partícula 𝑡0, tem sua trajetória e velocidade corrigida, partícula 𝑡1, como se realmente
tivesse entrado em contato com a fronteira.
FIGURA 18 – TRATAMENTO DAS FRONTEIRAS USANDO REFLEXÃO GEOMÉTRICA
FONTE: Queiroz (2008)
O assunto sobre o método SPH é amplo e seu uso tem evoluído nas mais
diversas áreas do conhecimento e entretenimento, como bem destacado no trabalho
de Paiva et al. (2009). Junto com essa evolução estão os algoritmos que simulam
as mais variadas geometrias e formas de escoamentos destacando-se, entre eles, o
algoritmo proposto por Ramachandran e Kaushik (2010), intitulado PySPH, que será
discutido no próximo capítulo.
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5 ANÁLISE DE RUPTURA DE BARRAGENS
Como pôde ser observado nos capítulos anteriores, a ruptura de barragens
possui, além de aplicações práticas, importância científica. Neste contexto, este ca-
pítulo faz uma análise sobre esse fenômeno iniciando com uma visão geral sobre
o assunto, Seção 5.1. Prossegue destacando o trabalho de Gomez-Gesteira et al.
(2010), Seção 5.2. Destaca a construção de um modelo unidimensional baseado nas
equações de Euler, Seção 5.3 e obtém uma solução analítica unidimensional para as
equações de Águas Rasas, Seção 5.4. Depois, Seção 5.5, disserta sobre o código
numérico PySPH, como foi realizado o tratamento de uma barragem hipotética e os
resultados obtidos. Por fim, descreve como o assunto foi abordado nesta dissertação,
Seção 5.6 e a forma como foi desenvolvida a malha computacional, Seção 5.7.
5.1 VISÃO GERAL DE UMA BARRAGEM HIPOTÉTICA
Considerando seu valor científico, a modelagem da ruptura de uma barragem
hipotética tem sido útil como forma de validação de muitos algoritmos numéricos, as-
sim como foi feito no trabalho de Crespo, Gómez-Gesteira e Dalrymple (2007).
Uma barragem pode ser representada como um tanque que, em seu interior,
separa dois níveis de água. O nível com maior volume representa o reservatório (mon-
tante) e o de menor nível representa o leito do rio (jusante). Como exemplo desta re-
presentatividade pode-se destacar o trabalho realizado por Stansby, Chegini e Barnes
(1998) que construíram, em laboratório, um reservatório com diferentes níveis de água
e capturaram, por meio de uma câmera de vídeo, os estágios iniciais da frente de onda
formada pelo colapso daquela estrutura, Figura 19.
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FIGURA 19 – CAPTURA DOS ESTÁGIOS INICIAIS DA SIMULAÇÃO DA RUPTURA DE UMA BARRAGEM EM
LABORATÓRIO
FONTE: Stansby, Chegini e Barnes (1998)
Experimentos como esse são denominados de modelagem em "leitos úmidos",
pois a jusante da barragem há uma fina camada de água, representado o leito do rio,
no qual se deposita a água do reservatório no momento da falha da estrutura que
as separa. Ao contrário disso, quando a jusante da barragem o leito não contém ne-
nhuma lâmina d’água, denomina-se "leito seco". Korobkin e Yilmaz (2009) estudaram
os estágios iniciais desse fenômeno e o resolveram analiticamente para pequenos in-
tervalos de tempo, com o intuito de verificar o comportamento da linha de frente da
coluna d’água.
Em ambos experimentos os autores definiram a simulação da ruptura de bar-
ragens como uma massa líquida que, inicialmente em repouso, entra em movimento
sob os efeitos da gravidade. Como os campos de pressões são diferentes, à montante
um campo de pressão hidrostática, equação (3.41), e à jusante a pressão atmosférica,
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no caso de um leito seco, ocorre um ajustamento entre eles, resultando em movimen-
tos instáveis, conforme destacam Stansby, Chegini e Barnes (1998).
Quando a simulação é feita sob a hipótese de um leito úmido, a pressão a ju-
sante também é hidrostática, mas as variações são menores devido à profundidade
do leito. Neste caso, o comportamento da coluna d’água que se deposita sobre o leito
do rio forma o que os pesquisadores denominam de frente de onda ou de inundação,
largamente estudada pelos interessados em verificar o comportamento de ondas que
atingem regiões costeiras ou por aqueles que desejam obter respostas sobre erosões
que esses fenômenos pode causar em estruturas localizadas em regiões de risco. A
Figura 20 mostra a formação dessas ondas para diferentes intervalos de tempo, des-
tacando o contraste do fenômeno para diferentes profundidades do leito e, também,
quando o leito é considerado seco.
FIGURA 20 – PERFIL DA SUPERFÍCIE DE ELEVAÇÃO PARA UM ESCOAMENTO POTENCIAL NÃO LINEAR EM
DIFERENTES INTERVALOS DE TEMPO E PROFUNDIDADES
FONTE: Stansby, Chegini e Barnes (1998)
A forma de tratar as condições iniciais e de contorno podem variar de acordo
com a configuração adotada, seja euleriana ou lagrangeana, assim como a inser-
ção de efeitos viscosos ou variações nas densidades. Para o caso de uma simulação
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usando SPH, por exemplo, existe a necessidade da adoção de uma viscosidade artifi-
cial que previna as instabilidades no movimento dos fluidos (MONAGHAN, 1992). Isso
faz com que o tratamento das equações governantes do sistema varie em cada con-
figuração e, também, dentro de uma mesma configuração, mas conduz a resultados
quase sempre satisfatórios.
5.2 O ESTADO DA ARTE
Para simular a ruptura de uma barragem hipotética utilizando as equações de
Euler, discretizadas pelo MDFE, foi utilizado, como referência, o trabalho desenvolvido
por Gomez-Gesteira et al. (2010), onde autores estudaram a formulação clássica do
SPH para problemas de escoamentos em superfícies livres investigando as variações
de filtros de densidade, núcleos, as correções dos gradientes, viscosidades e as con-
dições de fronteiras, como as partículas fantasmas e as partículas dinâmicas.
Para testar seus resultados consideraram a barragem hipotética adotada por
Koshizuka e Oka (1996), sendo que essa é montada em um tanque bidimensional
com 4 𝑚 de comprimento, 3 𝑚 de altura e possui uma coluna d’água com 1 𝑚 de
comprimento e 2 𝑚 de altura que simula o reservatório. A Figura 21 mostra a confi-
guração inicial do sistema que, conforme pode ser observado, foi considerado como
uma simulação para leito seco.
FIGURA 21 – CONFIGURAÇÃO INICIAL DA COLUNA D’ÁGUA E DO TANQUE
FONTE: Gomez-Gesteira et al. (2010)
Gomez-Gesteira et al. (2010) resolveram o sistema utilizando um algoritmo
preditor-corretor descrito no trabalho de Monaghan (1989). Consideraram núcleos for-
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mados pelas funções Spline cúbicas, condições de fronteira dinâmica, viscosidade
artificial, 𝛼 = 0, 5, e fator de correção XSPH, 𝜖 = 0, 5, que calcula uma média entre as
velocidades das partículas vizinhas permitindo um escoamento mais suave e evitando
a desordem entre as partículas (PAIVA et al., 2009).
Como primeira simulação, consideraram um caso padrão adotando a discreti-
zação nos eixos coordenados 𝑥 e 𝑧 como 𝑑𝑥 = 𝑑𝑧 = 0, 012 𝑚, tamanho da suavização
do núcleo igual a ℎ = 0, 0156 𝑚, formando 29.723 partículas, sem filtro de densidade
ou fator de correção. A Figura 22 mostra a evolução das velocidades da coluna d’água
para diferentes intervalos de tempo, destacando as velocidades no fundo, próximas
da barragem, que são máximas. Destacam também, a formação do sloshing quando
ocorre a colisão com o muro direito.
FIGURA 22 – SIMULAÇÃO EM SPH DAS VELOCIDADES DAS PARTÍCULAS NO COLAPSO DE UMA COLUNA
D’ÁGUA
FONTE: Gomez-Gesteira et al. (2010)
Mais alguma conclusões são obtidas com este experimento, principalmente no
que se refere as oscilações de pressão que, segundo os autores, podem ser suaviza-
das com o uso de filtros sobre a densidade. Assim, a Figura 23 destaca as variações
da densidade em três intervalos de tempo, enfatizando o momento em que a massa
líquida entra em contato com o muro, onde ocorre o maior aumento na densidade,
𝑇 = 0, 70𝑠, e, consequentemente, uma rápida queda de pressão que pode desestru-
turar os cálculos em todos os campos considerados. No entanto, com a utilização de
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filtros de densidade, conseguiram melhorar estas diferenças, sem muita interferência
na forma física do problema, como pode ser notado nas Figuras 24 e 25 que mostram
a evolução da densidade com dois filtros diferentes para o mesmo intervalo de tempo.
FIGURA 23 – EVOLUÇÃO DA DENSIDADE SEM A ADOÇÃO DE FILTRO DE CORREÇÃO AO COLIDIR COM O
MURO
FONTE: Gomez-Gesteira et al. (2010)
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FIGURA 24 – EVOLUÇÃO DA DENSIDADE COM A ADOÇÃO DE FILTRO DE CORREÇÃO DE SHEPARD AO
COLIDIR COM O MURO
FONTE: Gomez-Gesteira et al. (2010)
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FIGURA 25 – EVOLUÇÃO DA DENSIDADE COM A ADOÇÃO DE FILTRO DE CORREÇÃO MLS AO COLIDIR
COM O MURO
FONTE: Gomez-Gesteira et al. (2010)
Nesse trabalho, os autores ainda consideraram a simulação da ruptura de uma
barragem para o caso de leito úmido, onde observaram o comportamento da frente de
onda e, também, adotaram obstáculos a jusante da barragem, mas estes experimen-
tos fogem do escopo desta dissertação.
5.3 MODELO UNIDIMENSIONAL
Para a construção de um modelo unidimensional das equações de Euler con-
servativa, equações (3.67) a (3.71), foi utilizada uma adaptação do canal finito, Figura
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21, considerado em Gomez-Gesteira et al. (2010).
FIGURA 26 – CANAL FINITO SIMULANDO UMA BARRAGEM HIPOTÉTICA
FONTE: Adaptado de Gomez-Gesteira et al. (2010)
A modificação realizada, Figura 26, define que a barragem está representada
na origem do sistema cartesiano, 𝑥 = 0, separando dois níveis de leitos. À montante
da barragem, 𝑥 < 0 , encontra-se o reservatório, com altura da coluna d’água igual
a ℎ(𝑥, 0) = 2 𝑚. À jusante, 𝑥 > 0, tem-se o leito seco, com altura da coluna d’água
igual a ℎ(𝑥, 0) = 0 𝑚. Essas diferenças nos leitos, conforme comentado na Seção
5.1, formam níveis de transição nas propriedades físicas do escoamento e podem ser
tratadas, matematicamente, como descontinuidades das quantidades físicas. Se es-
sas descontinuidades não forem adequadamente modeladas irão conduzir a soluções
espúrias.
Como passo inicial na formulação unidimensional, considera-se o escoamento
incompressível, com a densidade 𝜌 = constante e o movimento da massa líquida
ocorrendo somente na direção do eixo coordenado 𝑥. Dessa forma, as equações de
conservação da massa e do momento nas equações de Euler, equações (3.67) e
(3.68), serão escritas como
𝑢𝑥 = 0 (5.1)
e
𝜌𝑢𝑡 + (𝜌𝑢2 + 𝑃 )𝑥 = 0. (5.2)
Integrando a equação (5.1) em função de 𝑥, resulta
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑡), (5.3)
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que independe de 𝑥.
Derivando a equação (5.3) em função do tempo 𝑡 e substituindo o resultado
encontrado na equação (5.2), obtêm-se
𝜌𝑓
′
1(𝑡) + 𝑃𝑥 = 0. (5.4)
Utilizando a hipótese de pressão hidrostática, equação (3.49), e que a mesma
é uma média da profundidade do canal, pode-se considerar que
𝑃 = 𝜌𝑔ℎ(𝑥, 𝑡)2 . (5.5)





2 ℎ𝑥 = 0. (5.6)
Fazendo as devidas simplificações na equação (5.6) e integrando o resultado
em função de 𝑥, determina-se o perfil da superfície livre dado por





Nos contornos do canal, Figura 26, tem-se que 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 e 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0. Como
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑡) independe de 𝑥, a equação (5.7) não terá solução. Isso mostra que a
forma como foi construído o modelo unidimensional, usando as equações de Euler sob
a hipótese de escoamento incompressível em canais finitos, não soluciona o problema
da ruptura de barragens em questão.
5.4 MODELO DE ÁGUAS RASAS
O tratamento adotado para o modelo unidimensional, apresentado Seção 5.3,
mostrou não ser possível obter uma solução para o problema da ruptura de barragens
utilizando a hipótese de escoamento incompressível em canais finitos. No entanto,
em 1892, Ritter obteve uma solução para o problema considerando a hipótese de
canais retangulares e infinitos (SAKKAS; STRELKOFF, 1973). Essa solução foi deter-
minada baseando-se no Método das Características (ZENCHUK; SANTINI, 2008) e




a velocidade de propagação de uma onda, sendo ℎ ≥ 0 a profundidade total da super-
fície livre e 𝑔 a aceleração da gravidade.
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Multiplicando a equação de Águas Rasas (3.87) por 𝑔 e considerando, na equa-
ção (5.8), que 𝑐2 = 𝑔ℎ, tem-se
(𝑐2)𝑡 + (𝑢𝑐2)𝑥 = 0. (5.9)
Derivando a equação (5.9) e realizando as devidas simplificações, encontra-se
(2𝑐)𝑡 + 𝑢(2𝑐)𝑥 + 𝑐𝑢𝑥 = 0. (5.10)
Novamente, na equação (5.8), considerando que ℎ = 𝑐2/𝑔 e substituindo na
equação de Águas Rasas (3.88), defini-se que







Sabendo que a derivada de ℎ = 𝑐2/𝑔, em função de 𝑥, resulta em ℎ𝑥 = 2𝑐𝑐𝑥/𝑔,
a substituição desse resultado irá transformar a equação (5.11) em
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 2𝑐𝑐𝑥 = 0. (5.12)
As equações (5.10) e (5.12) formam o modelo de Águas Rasas unidimensional
baseado na velocidade do escoamento 𝑢 e na velocidade de propagação da onda 𝑐.
Somando e subtraindo essas equações resultará em um par de EDPs[︃
𝜕
𝜕𝑡
+ (𝑢 ± 𝑐) 𝜕
𝜕𝑥
]︃
(𝑢 ± 2𝑐) = 0. (5.13)
Se, na equação (5.13) for considerado que
𝑑
𝑑𝑡




= (𝑢 ± 𝑐).
Desse resultado pode-se interpretar, por meio do Método das Características,






= (𝑢 + 𝑐)
e que, ao longo dessas linhas, 𝑢 + 2𝑐 = constante.
De forma análoga, pode-se interpretar que as inclinações das linhas caracte-






= (𝑢 − 𝑐)
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e que, ao longo dessas linhas, 𝑢 − 2𝑐 = constante.
As funções 𝑢 + 2𝑐 e 𝑢 − 2𝑐 são chamadas de invariantes de Riemann e se
propagam, quer à montante (−𝑐) ou à jusante (+𝑐), em relação à velocidade do fluxo
𝑢.
Uma classe especial de solução, chamada de onda simples, surge quando uma
das invariantes de Riemann é sempre constante no domínio de interesse. Neste caso,
se for considerada a propagação da uma onda, movendo-se para a direita, em águas
estacionárias e com profundidade constante, 𝑧 = ℎ, então todas as linhas caracterís-
ticas 𝐶− surgirão da região não perturbada, conforme pode ser observado na Figura
27. Além disso, como 𝑢0 = 0 e 𝑐0 =
√
𝑔ℎ0, então a invariante de Riemann nessa região
será
𝑢 − 2𝑐 = 𝑢0 − 2𝑐 = −2𝑐0. (5.14)
Assim, 𝑢 − 2𝑐 será sempre constante e, como 𝑢 + 2𝑐 é constante nas linhas caracterís-
ticas 𝐶+, irá implicar em 𝑢 e 𝑐 também constantes nas linhas 𝐶+.
FIGURA 27 – AS LINHAS CARACTERÍSTICAS 𝐶+ E 𝐶− PARA UMA ONDA SE PROPAGANDO PARA DIREITA
NUMA REGIÃO ESTACIONÁRIA E DE PROFUNDIDA CONSTANTE
FONTE: Johnson (1997)
A forma de interpretar o caso da onda simples serve para compreender a es-
truturação da solução no caso da ruptura de barragens. Se for considerado que, para
o tempo 𝑡 = 0, ocorre o colapso da estrutura localizada na origem do sistema 𝑥 = 0 e,
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nesse instante,




ℎ0 ; 𝑥 < 0
0 ; 𝑥 > 0 ,
sendo ℎ0 > 0 constante, todas as características virão da região não perturbada 𝑥 < 0
e serão constantes, ou seja,
𝑢 + 2𝑐 = 2
√︁
𝑔ℎ0.
No momento em que se inicia o movimento da massa líquida irão surgir infinitas
linhas características da origem 𝑥 = 0, todas com inclinações diferentes, pois cada ℎ,
0 ≤ ℎ ≤ ℎ0, determina uma linha característica. Então, para tratar o fenômeno, há a
necessidade de uma forma degenerada da solução característica.
Das linhas características 𝐶− tem-se que suas inclinações são
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑢 − 𝑐, (5.15)
onde 𝑢 − 2𝑐 é constante. Mas, 𝑢 + 2𝑐 é constante e, assim, pode-se concluir que 𝑢, 𝑐,
𝑢 − 𝑐 são constates e 𝐶− são linhas retas. Com isso, integrando a equação (5.15), em
função de 𝑡, encontra-se
𝑥 = (𝑢 − 𝑐)𝑡, (5.16)
o que indica que todas estas linhas características 𝐶− irão passar pela origem do
sistema (0, 0). Este comportamento das linhas características é chamado de leque de
expansão, conforme mostra a Figura 28.
FIGURA 28 – AS LINHA CARACTERÍSTICAS 𝐶+ E 𝐶− PARA O PROBLEMA DA RUPTURA DE BARRAGENS
FONTE: Johnson (1997)
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Da condição inicial em que 𝑢(0) = 0, tem-se
𝑢 + 2𝑐 = 2
√︁
𝑔ℎ0 = 2𝑐0, (5.17)
ou seja,
𝑢 = 2𝑐0 − 2𝑐. (5.18)
Da hipótese de todas as linhas características 𝐶− passarem pela origem do
sistema, equação (5.16), pode-se obter
𝑥
𝑡
= 𝑢 − 𝑐 (5.19)
que, ao substituir 𝑢 pela equação (5.18), transforma-se na equação
𝑥
𝑡










determinando que a profundida da superfície livre, após o início do escoamento, será
obtida por









Se, na equação (5.17), for definido que
𝑐 = 𝑐0 −
𝑢
2 ,
então a equação (5.16) pode ser escrita na forma
𝑥
𝑡









determinando que a velocidade do escoamento será obtida por









Assim, considerando a região localizada entre ℎ = ℎ0 até ℎ = 0, as equações
(5.21) e (5.22) irão descrever o perfil da superfície livre (alturas e velocidades do es-
coamento), desde que −𝑡
√
𝑔ℎ0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑡
√
𝑔ℎ0 para 𝑡 > 0 e que, pela equação (5.20),







A equação (5.21) irá formar, após o início do movimento da massa líquida, uma
parábola entre o ponto à montante, onde a influência do escoamento ainda não é
sentida (𝑥 = −𝑐0𝑡), e a frente de onda, ponto mais à jusante (𝑥 = 2𝑐0𝑡). Na origem
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do sistema, onde estava localizada a barragem, a altura da coluna d’água irá atingir
um valor constante ℎ(0, 𝑡) = 4ℎ0/9 para 𝑡 > 0. Quando 𝑡 −→ ∞, a profundidade irá se
aproximar deste mesmo valor constante em todos os lugares. A Figura 29 esquematiza
o perfil da superfície livre após a ruptura da barragem.
FIGURA 29 – O PERFIL DA SUPERFÍCIE LIVRE PARA O TEMPO 𝑡 APÓS A RUPTURA DE BARRAGENS
FONTE: Johnson (1997)
5.5 O CÓDIGO PySPH
Dentre os inúmeros códigos desenvolvidos para o método SPH destaca-se o
PySPH, por ser um código aberto, com processamento em paralelo e implementado
em Python, que é uma linguagem de alto nível, orientada a objeto, com programação
interpretada e de fácil aprendizagem.
O PySPH foi apresentado no trabalho de Ramachandran e Kaushik (2010) que
desenvolveram este código com o intuito de suprir a comunidade científica com um
código de fonte aberta e com repositório acessível ao público, detalhes estes que não
são encontrados em outras implementações, conforme destacam os autores.
O Python, por ser uma linguagem interpretada, torna o processamento lento.
No entanto, para contornar esta dificuldade no PySPH, toda a performance crítica do
processamento foi desenvolvida em Cython, que é uma linguagem escrita em C com
extensões para Python, ou seja, ao compilar um módulo em Cython este é compilado
em extensões C que podem ser importados para Python, agilizando todo o processo.
De forma geral, para realizar as simulações, o PySPH utiliza poucos objetos
chaves, tais como Solver, que controla outras funções como o integrador, ou as En-
tities, que são coleções de partículas que podem representar classes de entidades
físicas, como fluidos ou sólidos. Uma visão simplificada deste processo pode ser visto
na Figura 30 onde estão delineadas as principais fases. Cada uma destas fases, bem
como uma visão mais detalhada sobre a arquitetura do código, pode ser encontrada
no repositório desenvolvidos pelos autores Ramachandran e Kaushik (2009).
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FIGURA 30 – ESBOÇO DAS TAREFAS EXECUTADAS NUMA SIMULAÇÃO EM PYSPH
FONTE: Adaptado de Ramachandran e Kaushik (2010)
A eficiência do código é comprovada por meio de alguns exemplos, entre eles
está a ruptura de uma barragem hipotética seguindo o trabalho de Gomez-Gesteira
et al. (2010). Para tanto, consideraram a Figura 21 como representando a barragem.
Como parâmetros utilizaram as condições de fronteira dinâmica e formaram um grid
de mesmo espaçamento nas direções dos eixos coordenados 𝑥 e 𝑦 de tamanho
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 0, 03 𝑚. Com isso, utilizaram 4.556 partículas representando o fluido e
671 partículas representado as fronteiras. Utilizaram a suavização do núcleo igual a
ℎ = 0, 039 𝑚 resultando em um raio de atuação do núcleo igual a ℎ/𝑑𝑥 = 1, 3 𝑚, o que
utiliza, aproximadamente, 21 vizinhos para cada partícula por passo adotado, con-
forme comenta Liu e Liu (2003). Como tamanho de passo consideraram 𝑑𝑡 = 10−4𝑠,
com tempo total de simulação igual a 𝑡𝑓 = 1𝑠.
Além dos parâmetros acima destacados, Ramachandran e Kaushik (2010) ado-
taram também a densidade da água como 𝜌 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3, velocidade do som como
𝑐𝑜 = 10 ×
√
2 × 9, 81 × 2 𝑚/𝑠, 𝛼 = 0, 5 como fator de correção XSPH, 𝛾 = 7, 0 utilizada
como uma constante na equação de estado e 𝐵 = 𝑐𝑜2 × 𝜌/𝛾 como valor para o termo
relacionado às flutuações de densidade do fluido.
Das equações utilizadas em SPH para modelar a ruptura de barragens, como a
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que é a equação de Tait que descreve uma relação entre a pressão e a densidade
(MONAGHAN, 1994). Conforme destacam Gomez-Gesteira et al. (2010), a constante
𝛾 pode variar entre 1 e 7, sendo que 𝛾 = 7 é normalmente usada para aplicações
oceânicas. Ainda, segundo esses autores, a utilização dessa equação evita o cálculo
da pressão da equação de Poisson, o que reduz o esforço computacional.
Para formação dos núcleos, nesta simulação, os autores utilizaram a função
Spline de quinto grau, já que este tipo de função tem um comportamento próximo
de uma função gaussiana, mas não melhor que a Spline cúbica, conforme pode ser
observado na Figura 12.
Alguns resultados para comprovar a eficiência do código PySPH, em diferentes
tempos de simulação, foram obtidos para o problema modelo e serão apresentados e
discutidos na Seção 6.2.
5.6 PROPOSTA DA PESQUISA
Como objetivo principal desta dissertação, foi proposto a modelagem computaci-
onal da ruptura de uma barragem hipotética, cujo movimento da massa líquida era
governado pelas equações de Euler. Para atingir esse objetivo as equações seriam
discretizadas por meio do MDFE, em associação com o esquema difusivo de Lax-
Friedrichs. No entanto, conforme destaca Stansby, Chegini e Barnes (1998), os está-
gios iniciais do movimento da massa líquida são os mais importantes em toda simula-
ção, pois são nesses instantes em que se iniciam a formação das ondas de choques
ou rarefação e métodos como o MDFE, associado a esquemas difusivos, não têm
um comportamento adequado para o tratamento dessas descontinuidades, já que são
considerados métodos de primeira ordem (CROSSLEY, 1999).
Para manter o objetivo do trabalho, foram obtidas as equações de Águas Rasas
(3.87) e (3.88) considerando o escoamento levemente compressível nas equações de
Euler. Isso permitiu definir, com o auxílio do Método das Características, uma solução
analítica para o perfil do escoamento nos estágios iniciais do movimento da massa
líquida, equações (5.21) e (5.22).
A formulação desenvolvida nas equações (5.21) e (5.22) baseou-se na hipótese
do escoamento ocorrer em canais infinitos. No entanto, essa hipótese não condiz com
o modelo hipotético adotado mostrado na Figura 26. Assim, as equações (5.21) e
(5.22) foram adequadas para o modelo em questão, ou seja, para o caso de um canal
finito. Dessa forma, considerando ℎ0 = 2 𝑚 o perfil inicial da coluna d’água, 𝑙 = 1 𝑚 a
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lateral esquerda do tanque e 𝐿 = 4 𝑚 a lateral direita, as soluções analíticas do perfil
da superfície livre ℎ(𝑥, 𝑡) e da velocidade média do escoamento 𝑢(𝑥, 𝑡) passaram a ser
determinadas por

















desde que 𝑔 = 9, 8𝑚/𝑠2 seja a aceleração de gravidade, 𝑙 − 𝑡
√
𝑔ℎ0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 + 2𝑡
√
𝑔ℎ0 e









Porém, se 𝑥 < 𝑙 − 𝑡
√
𝑔ℎ0, tem-se
ℎ(𝑥, 𝑡) = ℎ0 (5.26)
e
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (5.27)
Para o caso em que 𝑥 > 𝑙 + 2𝑡
√
𝑔ℎ0, a solução será dada por
ℎ(𝑥, 𝑡) = 0 (5.28)
e
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (5.29)
Essa solução analítica, conforme construída acima, é capaz de tratar os es-
tágios iniciais do movimento da massa líquida, já que evita a formação de ondas de
choque ou rarefação, momento crítico na simulação. Esse processo torna possível a
adoção do esquema numérico proposto anteriormente, pois quando 𝑥 > 𝑙 + 2𝑡
√
𝑔ℎ0 e
𝑡 −→ ∞ a profundidade da superfície livre atinge um valor constante, ou seja, tende a
se estabilizar. Assim, a partir desse ponto, o uso do MDFE torna-se adequado e passa
a utilizar, como condições iniciais, os valores de ℎ(𝑥, 𝑡) e 𝑢(𝑥, 𝑡) obtidos analiticamente.
5.7 A GERAÇÃO DA MALHA
O modelo computacional desenvolvido utilizou uma forma híbrida para resol-
ver o problema da ruptura de barragens, já que adotou uma solução analítica, para
os instantes iniciais do escoamento, juntamente com uma solução numérica para os
demais momentos da simulação, o que evitou a formação das ondas de choque e/ou
rarefação e tornou a solução final possível sem conduzir para resultados espúrios.
Para construção da parte analítica do modelo fez-se uso das soluções obtidas
na Seção 5.4 com as modificações realizadas na Seção 5.6. Já para a parte numérica,
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o modelo utilizou, como fundamentação, as equações de Águas Rasas (3.87) e (3.88),






























Explicitando os termos para o tempo 𝑡 = 𝑛 + 1, as equações discretas (5.30) e
(5.31) tornaram-se iguais a































Para simplificar o modelo, considerou-se uma discretização constante, tanto
para altura da superfície livre ℎ como para direção da velocidade do escoamento 𝑥.
Com isso, pôde-se adotar Δℎ = Δ𝑥 = Δ e, dessa forma, as equações (5.32) e (5.33)
passaram a ser escritas como























onde 𝛼 = Δ𝑡/2Δ.
A aplicação do esquema difusivo de Lax-Friedrichs (4.27) nas equações (5.34)
e (5.35) resultou no modelo final para simulação numérica proposta, ou seja, a suavi-






































com condições de contorno 𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 e condições iniciais determinadas
pelas soluções analíticas da Seção 5.4.
Para garantir a estabilidade do modelo, a condição (4.23) define que
Δ𝑡 = 𝐶𝑜 × Δ. (5.38)
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Como o tanque que simula a barragem hipotética possui um comprimento de 𝐿 =
4 𝑚 optou-se por considerar uma discretização total de 400 passos na direção do
escoamento, o que proporcionou um incremento infinitesimal, na direção 𝑥, igual a
Δ = 0, 01 𝑚. Assim, adotando como condição de estabilidade 𝐶𝑜 = 0, 01, obteve-se o
incremento infinitesimal para o avanço no tempo igual a
Δ𝑡 = 0, 01 × 0, 01 = 0, 0001𝑠, (5.39)
proporcionando uma quantidade razoável de amostras para compor as médias da
elevação do perfil da coluna d’água e da velocidade do escoamento, capazes de re-
presentar alguns fenômenos que surgem no problema físico.
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6 RESULTADOS
Alguns experimentos para diferentes tempos de simulação foram realizados,
tanto no modelo de configuração euleriana proposto nessa dissertação, como no có-
digo lagrageano PySPH utilizado como referência. Os resultados mais significativos
encontrados, utilizando o modelo de híbrido, são analisados na Seção 6.1, enquanto
aqueles obtidos por meio do código PySPH são apresentados na Seção 6.2. Um com-
parativo entre os resultados encontrados nesses dois método é discutido na Seção
6.3.
6.1 ANÁLISE DOS RESULTADOS OBTIDOS
A estratégia utilizada para a obtenção dos resultados, utilizando o código de-
senvolvido nesse trabalho, consistiu em determinar valores médios para as velocida-
des e as alturas atingidas pelo perfil da coluna d’água. Cada intervalo de tempo ado-
tado foi incrementado, inicialmente, em 𝑡 = 0, 05𝑠 com o intuito de compor os valores
médios. Essa estratégia tornou possível um bom tratamento e análise dos resultados,
uma vez que eliminou valores que prejudicavam a representação gráfica. Além disso,
o comprimento do tanque foi discretizado em intervalos de 𝑥 = 0, 2 𝑚 o que permitiu a
visualização dos perfis nos diversos ponto do escoamento e em todos os tempos de
simulação, ou seja, até atingir o estado de regime permanente do escoamento.
O primeiro ponto adotado para visualizar o escoamento foi 𝑥 = 0, 2 𝑚, com
tempo total de simulação de aproximadamente 𝑡 = 7, 5𝑠, momento em que as veloci-
dades e as alturas iniciam um estado de regime permanente, Figura 31.
Nota-se nessa figura o aumento das velocidades e a diminuição das alturas no
exato momento em que se inicia o movimento da coluna d’água, o que representou,
com boa fidelidade, o fenômeno físico. Logo após, as velocidades, bem como as altu-
ras, tendem a se estabilizarem indicando que a coluna d’água ainda está percorrendo
a extensão do canal. Em seguida, há uma acentuada queda nas velocidades, acom-
panhada por uma elevação no perfil das alturas, o que confere com o momento em
que o fluido colide com o muro localizado no lado direito do canal, 𝐿 = 4 𝑚, formando
o sloshing, fenômeno esse que pode ser visto em detalhes no trabalho de Carbajal,
Wanderley e Neves (2012). Após isso, tanto as velocidades como as alturas tendem a
oscilar, devido às colisões, em menores escalas, com os muros laterais, até atingirem
o estado, aparentemente, estacionário.
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FIGURA 31 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
0, 2 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Uma análise semelhante ao que foi feito anteriormente pode ser realizada na
Figura 32. No entanto, percebe-se que as velocidades são maiores, já que o ponto
adotado para compor as médias é agora de 𝑥 = 0, 4 𝑚, ou seja, valores diferentes
compõem as médias. Assim, é possível notar os momentos de colisão com os muros
e a formação do sloshing numa posição diferente do tanque.
Comparando a Figura 31 com a Figura 32 observa-se que as velocidades têm
médias iniciais nulas, o mesmo ocorrendo com as alturas da coluna d’água que per-
manecem com ℎ = 2 𝑚. Esse fato ocorre pois, nos primeiros instantes do escoamento,
tanto 𝑢 como ℎ são determinados pelas equações (5.26) e (5.27).
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FIGURA 32 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
0, 4 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Considerando as médias em um ponto mais distante da barragem, 𝑥 = 1, 0 𝑚,
Figura 33, alguns fenômenos físicos no início do movimento deixam de ser capturados.
Observa-se que as velocidades médias são maiores do que as anteriores, aproxima-
damente 𝑢 = 3 𝑚/𝑠, já neste ponto a massa líquida está percorrendo o tanque ainda
sob ação da queda. O mesmo ocorre com as alturas, onde não estão mais claros
os perfis iniciais da barragem antes de sua ruptura. Nota-se também, que há pouca
captura dos fenômenos formados no momento em que o fluido colide com os muros.
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FIGURA 33 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
1, 0 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Ainda dentro dessa linha de raciocínio, para Figura 34, localizada no ponto
𝑥 = 1, 4 𝑚, observa-se que a velocidade média atinge o seu máximo, 𝑢 = 8, 5 𝑚/𝑠,
quando a altura do fluido ainda é próxima de zero. Isso ocorre devido à posição em
que o ponto se encontra, já que nesse caso as médias são calculadas por meio das
equações (5.24) e (5.25).
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FIGURA 34 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
1, 4 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
No caso das Figuras 35 e 36 os pontos estão localizados em 𝑥 = 2, 0 𝑚 e 𝑥 =
3, 0 𝑚, respectivamente. Essas localizações mostraram-se pouco eficientes na captura
dos fenômenos formados, já encontram-se afastadas tanto da barragem como do muro
direito. No entanto, serviram para verificar a funcionalidade do código implementado,
pois as médias, nos instantes iniciais do escoamento, foram calculadas por intermédio
das equações (5.28) e (5.29).
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FIGURA 35 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
2, 0 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
FIGURA 36 – PERFIL DA VELOCIDADE MÉDIA 𝑢 E A ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O PONTO 𝑥 =
3, 0 𝑚
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Outra forma de análise que pode ser realizada no experimento é verificar o
comportamento da massa líquida em certos tempos de simulação, já que os resul-
tados determinados pelo modelo, conforme comentado anteriormente, também foram
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incrementados a cada 𝑡 = 0, 05𝑠. Assim, se for considerado o perfil de altura da coluna
d’água, pode-se analisar seu comportamento durante o percurso dentro do tanque,
como mostra a Figura 37 que simula o escoamento no início do movimento 𝑡 = 0, 05𝑠.
FIGURA 37 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O TEMPO 𝑡 = 0, 05𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Nota-se nessa figura que o perfil do reservatório está bem definido ℎ = 2 𝑚 e
logo após a posição 𝑥 = 0, 6 𝑚 inicia-se o escoamento, elevando a altura da coluna
d’água formando a frente de onda.
Na Figura 38 o tempo de simulação é de 𝑡 = 0, 1𝑠. Nesse instante de tempo
a coluna d’água atinge um ponto mais distante da barragem, 𝑥 = 1, 6 𝑚 e já há uma
diminuição na altura do reservatório.
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FIGURA 38 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O TEMPO 𝑡 = 0, 1𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Percebe-se na Figura 39 que o perfil da superfície livre, no tempo 𝑡 = 0, 2𝑠, já
se aproxima do resultado mostrado na Figura 29 indicando que profundidade está se
tornado constante em toda distância do tanque.
FIGURA 39 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O TEMPO 𝑡 = 0, 2𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
A formação do sloshing pode ser notado na Figura 40 quando a coluna d’água
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atinge o muro no lado direito do tanque logo após o tempo 𝑡 = 0, 35𝑠.
FIGURA 40 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ E A FORMAÇÃO DO sloshing NO TEMPO 𝑡 = 0, 35𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Após a formação do sloshing a frente de onda atinge uma altura próxima de
ℎ = 1, 2 𝑚 e começa a retornar seu percurso até atingir o muro lateral esquerdo,
como pode ser observado na Figura 41. Logo após, a altura da frente de onda diminui,
ℎ = 0, 6 𝑚 se aproximando mais ainda do muro esquerdo, Figura 42.
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FIGURA 41 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O TEMPO 𝑡 = 0, 75𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
FIGURA 42 – PERFIL DE ALTURA DA COLUNA D’ÁGUA ℎ PARA O TEMPO 𝑡 = 1, 2𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
Depois de colidir com o muro no lado esquerdo do tanque a frente de onda re-
torna seu movimento para direção do escoamento até colidir novamente com o muro
do lado direito. Esse movimento se repete até que as velocidade se anulem e a pro-
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fundidade se torne constante. A Figura 43 mostra a altura da frente de onda oscilando
entre ℎ = 0, 48 𝑚 e ℎ = 0, 52 𝑚 no tempo de simulação 𝑡 = 3, 5𝑠.
FIGURA 43 – OSCILAÇÃO DO FRENTE DE ONDA NO TEMPO 𝑡 = 3, 5𝑠
FONTE: Programa do autor usando as equações de Águas Rasas
6.2 ANÁLISE DOS RESULTADOS OBTIDOS NO PySPH
Devido à complexidade dos cálculos que envolvem o método SPH na formação
dos núcleos e suas vizinhanças, na construção das fronteiras, sejam elas fantasmas
ou dinâmicas, entre outros, exige uma capacidade de processamento de máquina
considerável. A utilização do código PySPH não modificou essa realidade, mesmo os
cálculos mais complexos sendo realizados em Cython. O tempo de processamento
gasto para simular o exemplo citado na Seção 5.5 foi de aproximadamente 30 minutos
em um computador pessoal com velocidade de processamento de 1.6 𝐺𝐻𝑧 e 2 𝐺𝐵 de
memória RAM. Esse tempo sobe para mais de 10ℎ quando a suavização do núcleo
diminui para ℎ = 0, 0156 𝑚, resultando em 28.056 partículas para representar o fluido e
1.669 partículas para formar as fronteiras.
Apesar do tempo gasto na simulação ser alto, o código foi capaz de representar
o fenômeno da ruptura de barragens, uma vez que sua eficiência já havia sido com-
provada no trabalho de Ramachandran e Kaushik (2010). No entanto, alguns parâme-
tros como tempo de simulação, tamanho do núcleo e tipo de fronteira foram alterados
nesse experimento.
O primeiro resultado obtido foi para o início do escoamento 𝑡 = 0, 01𝑠, onde os
valor da densidade da massa líquida já começam a sofrer alterações, como pode ser
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visto na Figura 44.
FIGURA 44 – MUDANÇAS NOS VALORES DA DENSIDADE NO INÍCIO DA SIMULAÇÃO 𝑡 = 0, 01𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
Para o tempo 𝑡 = 0, 1𝑠 a massa líquida já começa a se deslocar, formando a
frente de onda. No entanto, divido a ação das partículas que compõem o fundo do
canal, há uma elevação nesse ponto, Figura 45. Como alternativa para o problema,
a solução poderia ser refinado considerando-se um maior número de partículas com-
pondo o fluido, mas o esforço computacional seria maior.
FIGURA 45 – ALTERAÇÃO NOS VALORES DA DENSIDADE PRÓXIMO AO LEITO 𝑡 = 0, 1𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
Na Figura 46 a ação das partículas fantasmas se torna mais evidente. Além
disso, nota-se que o perfil da superfície livre não está escoando e sim descendo, com
algumas partículas ainda presas na lateral esquerda do tanque.
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FIGURA 46 – EVOLUÇÃO DA COLUNA D’ÁGUA SOBRE O LEITO 𝑡 = 0, 2𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
Os efeitos das fronteira continuam agindo sobre o escoamento, Figura 47, afas-
tando a frente de onda do fundo do tanque. Esse efeito é justamente a forma como
deve atuar as fronteiras, ou seja, repelir evitando que as partículas do fluido passem
para fora do tanque. No entanto, esse efeito deve ser atenuado.
FIGURA 47 – EFEITO DO MÉTODO DA FRONTEIRA DINÂMICA SOBRE O FLUIDO 𝑡 = 0, 4𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
Na realização desta simulação, o fluido atinge a lateral direita do tanque no
tempo 𝑡 = 0, 75𝑠 iniciando a formação do sloshing, conforme mostram as Figuras 48 e
49.
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FIGURA 48 – CHOQUE DA COLUNA D’ÁGUA COM O MURO DIREITO E ALTERAÇÃO NOS VALORES DA DEN-
SIDADE 𝑡 = 0, 75𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
FIGURA 49 – FORMAÇÃO DO sloshing APÓS A COLISÃO SOM O MURO DIREITO 𝑡 = 0, 8𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
A simulação é finalizada no tempo 𝑡 = 1𝑠, quando a crista formada pelo sloshing
ainda está se elevando, como mostra a Figura 50. Notou-se que há uma certa descon-
formidade nos resultados, uma vez que a crista continua subindo e não há o retorno da
massa líquida como era esperado. Dessa forma, a simulação deixou de fazer sentido.
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FIGURA 50 – CONFIGURAÇÃO FINAL DA SIMULAÇÃO 𝑡 = 1𝑠
FONTE: Simulação do autor utilizando o código PySPH
6.3 COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS
A proposta desta seção, conforme exposto nos objetivos desta dissertação, é
de fazer comparativos entre os resultados obtidos pelo modelo híbrido desenvolvido
e aqueles encontrados por meio do código PySPH. Pode-se dizer, inicialmente, que o
modelo foi capaz de simular a ruptura da barragem hipotética utilizada como problema
base, assim como ocorreu no PySPH. No entanto, esse comparativo foi prejudicado
devido à forma como o código PySPH apresentou seus resultados. Mesmo alterando
os parâmetros que deveriam ser mostrados, como as velocidades, a visualização final
era sempre o perfil da densidade. Isso dificultou o comparativo, já que no modelo
desenvolvido foram obtidos os parâmetros de velocidade e altura da superfície livre.
Em ambos os códigos, um comparativo que pode ser feito é a respeito do tempo
gasto para simular o problema proposto. No modelo híbrido, o tempo gasto é de menos
de 𝑡 = 2 minutos para simular, aproximadamente, 𝑡 = 7, 5𝑠 de escoamento. Isso ocorre
por se tratar de um código unidimensional e com poucos cálculos complexos. Já para
o PySPH, o tempo gasto passa de 𝑡 = 30 minutos para simular 𝑡 = 1𝑠 de escoamento.
O simples fato de aumentar o número de partículas que compõem a massa líquida
para refinar a solução eleva, consideravelmente, a complexidade do método SPH e,
em consequência, o tempo de processamento.
Além do tempo total gasto na simulação, pode-se comparar os momentos em
que a frente de onda atinge o muro lateral direito do tanque. Nota-se, por meio do
modelo híbrido desenvolvido, que na Figura 40 a formação do sloshing teve início
próximo ao tempo 𝑡 = 0, 3𝑠, enquanto que no código PySPH isso só ocorre no tempo
𝑡 = 0, 75𝑠, Figura 48. Acredita-se que essa diferença entre os tempos de ocorrência do
fenômeno pode ser atribuída aos filtros de correção do código PySPH, uma vez que
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esses filtros podem ser ajustados para diferentes formas de leitos.
Mesmo com os problemas encontrados no comparativo entre os dois códigos,
nota-se que o modelo híbrido proporciona uma boa representatividade dos fenômenos
físicos que envolvem a ruptura de uma barragem num canal finito, pois, por intermédio
dele, é possível visualizar a formação da frente de onda, as colisões com os muros
laterais, as oscilações da superfície livre e, também, as variações de velocidades.
Esses fenômenos podem ser notados em todos os momentos da simulação e em
diferentes pontos do canal, mostrando a influência do escoamento ao longo de toda a
barragem.
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7 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES
A proposta dessa dissertação foi de construir um modelo matemático capaz de
simular a ruptura de uma barragem hipotética, cujo movimento da massa líquida era
governado por um sistema de EDPs hiperbólicas formado pelas equações de Euler.
Para tanto, esse sistema foi discretizado utilizando o MDFE, associado ao esquema
difusivo de Lax-Friedrichs.
Durante a construção do modelo, para obtenção das soluções numéricas, sur-
giram algumas dificuldades com o tratamento das descontinuidades. Verificou-se, ini-
cialmente, que aplicação direta do MDFE no sistema de EDPs formado pelas equa-
ções de Euler, não era capaz de tratar as diferenças entre as propriedades físicas
formadoras do problema, como a densidade e a pressão. Buscou-se, como alterna-
tiva, considerar o escoamento incompressível e ocorrendo somente na direção do eixo
cartesiano 𝑥, mas o resultado obtido mostrou-se incapaz de solucionar o problema.
Com o intuito de não se afastar do escopo principal desse trabalho, ou seja, a
utilização das equações de Euler, optou-se por considerar o escoamento levemente
compressível e, novamente, ocorrendo somente na direção do eixo cartesiano 𝑥, o
que resultou em um modelo equivalente ao de Águas Rasas. Após, um novo trata-
mento foi realizado sobre essas equações formando um modelo unidimensional de
Águas Rasas baseado na velocidade do escoamento e na propagação da onda. Com
isso, foi possível obter, por meio do Método das Características, uma solução analítica
para os instantes iniciais do escoamento evitando resultados espúrios causados pelas
descontinuidades formadoras das ondas de choque ou rarefação.
Solucionado o problema com os estágios iniciais do escoamento, foi possível
tratar os demais tempos de simulação utilizando o método numérico proposto, ou seja,
a adoção do MDFE em associação com o esquema difusivo de Lax-Friedrichs. Dessa
forma, construiu-se um modelo híbrido para a modelagem da ruptura de barragens
onde, nos momentos em que se formam os choques, obtêm-se uma solução analí-
tica que serve de condição inicial para o tratamento numérico nos demais tempos de
simulação.
A análise dos resultados considerou o modelo numérico implementado satis-
fatório, pois foi possível observar a formação das frentes de ondas, com o aumento
das velocidades no início do escoamento, e a formação dos sloshing quando o fluido
colide com as paredes laterais da barragem hipotética. Além disso, foi possível obser-
var a influência da massa líquida nos variados pontos do canal finito e, também, em
diferentes intervalos de tempo.
Capítulo 7. CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 97
O comparativo proposto entre os resultados do modelo desenvolvido e aqueles
obtidos por meio do PySPH foi prejudicado, devido às dificuldades encontradas no
processamento e tratamento do código lagrangeano. Mesmo assim, pôde-se comparar
alguns tempos de simulação comprovando, novamente, a eficiência do modelo híbrido
desenvolvido.
Diante do exposto acima recomenda-se, como trabalhos futuros, a construção
de modelos numéricos bidimensionais e tridimensionais que utilizem as equações de
Águas Rasas, com a inclusão de termos fonte e inclinação de leitos, como governantes
do sistema a fim de capturar, com maior precisão e detalhes, os fenômenos causados
pelas descontinuidades do problema proposto. Tais modelos, em sua maioria, fazem
uso de métodos que tratam as equações em sua forma integral e utilizam funções
de fluxos para representar o escoamento. Métodos, como o TVD, associam fluxos
de baixa e alta ordens para solucionar o problema, mas essa aplicação de forma
direta conduz a resultados espúrios que, geralmente, são corrigidos com o emprego
de funções dissipativas e limitadores de fluxos. Alguns modelos, considerados como
híbridos, adotam mais de uma forma de função limitadora, dependendo da fase e da
descontinuidade do escoamento.
Recomenda-se, também, uma análise mais aprofundada dos métodos SPH,
uma vez que esse tipo de abordagem vem ganhando destaque na comunidade cien-
tífica e, com isso, alcançando aplicabilidade em diversas áreas, como as engenharias
e entretenimento.
Apesar das dificuldades encontradas em utilizar o código PySPH, devido prin-
cipalmente à limitação de máquina, esse continua sendo uma boa opção de traba-
lho, simplesmente por se tratar de um código de fonte aberta, Python, o que facilita
sua manipulação e alteração dependendo da aplicabilidade desejada. Pode-se pensar
também, no desenvolvimento de um código próprio para implementar o método SPH
adotando uma linguagem de programação que seja, computacionalmente, mais eficaz
a fim de contornar as limitações do Python.
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APÊNDICE A – TENSORES
Na Física e nas Engenharias as grandezas podem ser classificadas em três
grandes grupos:
1. Grandezas escalares: são aquelas que necessitam de somente uma informa-
ção para classificá-las. Como exemplos destas grandezas tem-se a temperatura,
comprimento, massa, tempo, volume, energia, entre outros.
2. Grandezas vetoriais: são as que necessitam de três informações para caracterizá-
las (módulo, direção e sentido). Como exemplos destas grandezas pode-se des-
tacar o deslocamento, a força, o fluxo, a corrente elétrica e a aceleração.
3. Grandezas Tensoriais: são aquelas que para serem bem representadas neces-
sitam de, pelo menos, nove informações. Destacam-se como exemplos o tensor
de tensão, o tensor de deformação, o tensor inercial e as rotações.
A transformação linear que tem a capacidade de transformar um dado vetor ?⃗?
em um outro vetor ?⃗?, ou seja,
?⃗? = T⃗𝑏 (A.1)
é chamada de tensor de segunda ordem ou simplesmente de tensor, cuja notação é
T. Assim, T é uma transformação linear, pois
T(𝛼?⃗? + 𝛽?⃗?) = 𝛼T(⃗𝑎) + 𝛽T(⃗𝑏). (A.2)
Para um conjunto de vetores unitários 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, na direção das componentes de







⎤⎥⎥⎥⎦ = T(1𝑒1 + 0𝑒2 + 0𝑒3) (A.3)
ou
T𝑒1 = 𝑇11𝑒1 + 𝑇21𝑒2 + 𝑇31𝑒3, (A.4)
T𝑒2 = 𝑇12𝑒1 + 𝑇22𝑒2 + 𝑇32𝑒3, (A.5)
T𝑒3 = 𝑇13𝑒1 + 𝑇23𝑒2 + 𝑇33𝑒3. (A.6)
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Utilizando a notação indicial esta transformação pode ser generalizada como
T𝑒𝑖 = 𝑇𝑗𝑖𝑒𝑗. (A.7)
Considerando as transformações apresentadas em (A.4), (A.5) e (A.6), o tensor
T pode ser representado matricialmente da seguinte forma






Assim como na transformação linear, os tensores também apresentam algumas
propriedades. São elas:
a) A soma entre dois tensores T e S
(T + S)⃗𝑎 = T?⃗? + S?⃗?, (A.9)
que, em notação indicial, é escrito como
𝑊𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 + 𝑆𝑖𝑗. (A.10)
b) O produto de dois tensores, caracteriza-se por
(TS)⃗𝑎 = T(S?⃗?) (A.11)
ou
(𝑇𝑆)𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑚𝑆𝑚𝑗. (A.12)
c) Transposição de um tensor (T𝑇 )
?⃗? · T⃗𝑏 = ?⃗? · T𝑇 ?⃗?. (A.13)
d) O traço de um tensor T é representado em notação indicial por
𝑡𝑟T = 𝑇𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗, (A.14)
onde
𝛿𝑖𝑗 =
⎧⎨⎩ 1 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗0 𝑠𝑒 𝑖 ̸= 𝑗 , (A.15)
é o delta de Kronecker.
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e) Um tensor T pode ser decomposto em uma parte simétrica, T𝑆, e uma parte
antissimétrica, T𝐴, ou seja,
T = T𝑆 + T𝐴, (A.16)




T𝐴 = T − T
𝑇
2 . (A.18)

















































Para um campo vetorial o divergente de um vetor velocidade ?⃗? é calculado,
segundo Malvern (1969), por
div?⃗? = 𝑡𝑟[∇?⃗?] = ∇ · ?⃗? (A.25)








Para um campo tensorial, o divergente deste campo é calculado pela equação
(divT) · ?⃗? = div(T𝑇 ?⃗?) − 𝑡𝑟(T𝑇 (∇?⃗?)) (A.27)
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Em certos problemas da engenharia que envolvem pequenos deslocamentos
faz-se necessário conhecer e descrever suas deformações. Quando estas deforma-
ções são muito pequenas dá-se o nome de deformações infinitesimais (LAI et al.,
2009).
Considerando a Figura 51, em um dado instante 𝑡0, os pontos 𝑃 (𝑡0) e 𝑄(𝑡0)
apresentam um vetor distância 𝑑𝑋. Para este instante 𝑡0 diz-se que os pontos estão
na configuração 𝐵0. Após um certo instante de tempo 𝑡 ocorre o deslocamento dos
pontos 𝑃 e 𝑄, sendo chamados agora de 𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡) e a nova configuração de 𝐵𝑡, o
que infere uma mudança em 𝑑𝑋 passando a ser chamado de 𝑑𝑥. Esta variação de
deslocamento, por ser infinitesimal, pode ser considerada como um filamento. Logo, o
filamento 𝑑𝑥 é dado por:























é o tensor gradiente de deslocamentos.
FIGURA 51 – DEFORMAÇÃO INFINITESIMAL
FONTE: Lai et al. (2009)
O filamento 𝑑𝑥 na equação (A.29) pode ser escrita como
𝑑𝑥 = [I + (∇?⃗?)]𝑑𝑋 (A.31)
onde I é o tensor identidade. Logo,
𝑑𝑥 = F𝑑𝑋, (A.32)
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sendo
F = I + (∇?⃗?). (A.33)
Mas
F𝑇 · F = (I + ∇?⃗?)𝑇 · (I + ∇?⃗?) (A.34)
o que resulta em
F𝑇 · F = I + (∇?⃗?) + (∇?⃗?)𝑇 + (∇?⃗?)𝑇 (∇?⃗?). (A.35)
Considerando que a magnitude do vetor ?⃗? é muito pequena, ‖?⃗?‖ << 1 , então
(∇?⃗?)𝑇 (∇?⃗?) ≈ 0, (A.36)
que, substituindo na equação (A.35), resulta
F𝑇 · F = I + (∇?⃗?) + (∇?⃗?)𝑇 . (A.37)
Assumindo
E = (∇?⃗?) + (∇?⃗?)
𝑇
2 (A.38)
como sendo um tensor simétrico de (∇?⃗?), então
F𝑇 · F = I + 2E, (A.39)
sendo E chamado de tensor de deformações infinitesimais. Assim com foi feito nas









No entanto, se as deformações ocorrerem somente nas direções principais, ou







e, neste caso, haverá na transformação uma preservação dos ângulos, sendo cha-
mada de uma transformação pura (LAI et al., 2009).
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FIGURA 52 – CAMPO DE DESLOCAMENTOS
FONTE: Lai et al. (2009)
A Figura 52 apresenta o deslocamento de um dado corpo rígido no instante 𝑡0
e após um instante 𝑡. Nota-se, em relação à sua configuração inicial, que este corpo
sofreu dois movimentos, sendo um de rotação e o outro de deformação. Assim, sejam
U e V tensores simétricos e R um tensor ortogonal próprio. Tomando como base a
equação (A.33), o tensor F pode ser escrito como
F = RU (A.42)
e
F = VR. (A.43)
As equações (A.42) e (A.43) são conhecidas como Teorema de decomposição
polar e os tensores U e V como tensores de Strech à direita e à esquerda, respectiva-
mente.
Utilizando as equações (A.42) e (A.43), a equação (A.32) pode ser escrita da
seguinte forma
𝑑𝑥 = F𝑑𝑋 = RU𝑑𝑋 = R(U𝑑𝑋), (A.44)
onde pode-se afirmar que, inicialmente, o corpo está sofrendo uma deformação pura
(Strech) e, após, uma rotação. Mas, pela equação (A.43), pode-se ter também que
𝑑𝑥 = F𝑑𝑋 = VR𝑑𝑋 = V(R𝑑𝑋), (A.45)
onde inicialmente o corpo sofre uma rotação e então uma deformação. Em ambos os
casos, o resultado será sempre o mesmo, como pode ser observado na Figura 51.
Dos tensores U e V surgem conceitos de significativa importância nas enge-
nharias. Para tanto, seja
C = U2, (A.46)
onde o tensor C é chamado de tensor deformação de Cauchy-Green à direita, pois
na equação (A.42) o tensor U encontra-se à direita. Como este tensor é simétrico e o
APÊNDICE A. TENSORES 112
tensor R é ortogonal, tem-se
C = F𝑇 F. (A.47)
As componentes do tensor de Cauchy-Green à direita, 𝐶𝑖𝑗, tomando como base





, se 𝑖 = 𝑗. Caso 𝑖 ̸= 𝑗, 𝐶𝑖𝑗 irá representar a medida de distorção
angular entre os dois filamentos.
Se as deformação não forem mais infinitesimais, mas sim finitas, tem-se o ten-
sor Lagrangeano de deformações, E*, sendo
E* = 12[(∇?⃗?) + (∇?⃗?)
𝑇 ] + 12(∇?⃗?)
𝑇 (∇?⃗?) (A.48)
ou
E* = 12(C − I). (A.49)
















onde 𝑚 e 𝑛 resultam de vetores unitários não mutuamente perpendiculares.
Seja
B = V2, (A.51)
então o tensor B é chamado de tensor de Cauchy-Green à esquerda, pois na equação
(A.43) o tensor V está à esquerda.
Assim como na equação (A.47), tem-se
B = V2 = FF𝑇 = (I + ∇?⃗?)(I + ∇?⃗?)𝑇 . (A.52)
Logo,
B = I + [∇?⃗? + (∇?⃗?)𝑇 ] + (∇?⃗?)(∇?⃗?)𝑇 (A.53)
que, em notação indicial, torna-se












Se na equação (A.54) 𝑖 = 𝑗, assim como ocorre no tensor de Cauchy-Green à





. Caso 𝑖 ̸= 𝑗, 𝐵𝑖𝑗 representará o quanto o ângulo entre os filamentos
deixa de ser reto.
Se as deformações não forem mais infinitesimais, mas sim finitas, tem-se o
tensor Euleriano de deformações, e*, sendo
e* = 12[(∇?⃗?) + (∇?⃗?)
𝑇 ] − 12(∇?⃗?)
𝑇 (∇?⃗?) (A.55)
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ou
e* = 12(I − B
−1). (A.56)
















Um dado corpo é dito em equilíbrio se a resultante das forças que atuam sobre
ele é nula (MALVERN, 1969). Em outras palavras,∑︁
𝐹 = 0. (A.58)
Seja 𝑆 um plano que passa em algum ponto arbitrário 𝑃 de um corpo que pos-
sui ?⃗? como seu vetor normal unitário. Ao ser aplicada uma força externa 𝐹 neste corpo
o ponto 𝑃 sofrerá uma tensão (pressão) que é dada pela razão da decomposição da
força 𝐹 , em relação à normal ?⃗?, pela variação de área. A medida que a área diminui






onde ?⃗? é chamado de vetor tensão e é entendido como a força resultante no ponto 𝑃
em uma área infinitesimal. Por esta característica, o vetor tensão ?⃗? tem dimensão de
pressão, isto é, 𝑁/𝑚2, 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2, 𝑙𝑏/𝑖𝑛2 (LAI et al., 2009).
FIGURA 53 – PLANO DE FORMAÇÃO DO VETOR DE TENSÃO
FONTE: Lai et al. (2009)
O vetor tensão ?⃗? depende tanto da posição do ponto 𝑃 como também da normal
do plano 𝑆. Assim,
?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡, ?⃗?) = T(?⃗?, 𝑡)?⃗? (A.60)
ou, simplesmente,
?⃗??⃗? = T?⃗?. (A.61)
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FIGURA 54 – COMPONENTES DO VETOR DE TENSÃO
FONTE: Lai et al. (2009)
Tomando como base a Figura 54 o vetor de tensões pode ser escrito em função
das suas componentes como
?⃗??⃗? = 𝑛1?⃗??⃗?1 + 𝑛2?⃗??⃗?2 + 𝑛3?⃗??⃗?3 . (A.62)
Assim,
?⃗??⃗?1 = 𝑇11?⃗?1 + 𝑇21?⃗?2 + 𝑇31?⃗?3
?⃗??⃗?2 = 𝑇21?⃗?1 + 𝑇22?⃗?2 + 𝑇32?⃗?3
?⃗??⃗?3 = 𝑇31?⃗?1 + 𝑇31?⃗?2 + 𝑇33?⃗?3
(A.63)
ou, utilizando notação indicial,
?⃗??⃗?𝑖 = 𝑇𝑚𝑖?⃗?𝑚, (A.64)
sendo 𝑇𝑚𝑖 com 𝑚 = 𝑖, chamado componente tangencial, 𝜎?⃗?, e quando 𝑚 ̸= 𝑖, 𝑇𝑚𝑖 é
chamado de componente cisalhante, ?⃗?𝑆, cuja magnitude é calculada por
‖?⃗?𝑆‖ =
√︁
‖?⃗??⃗?‖2 − ‖𝜎?⃗?‖2. (A.65)
De acordo com as equações (A.61) e (A.63), T é uma transformação linear
sendo chamado de tensor de tensões ou tensor de tensões de Cauchy (LAI et al.,
2009).
O tensor de tensões de Cauchy, de acordo com a sua formulação, está definido
na configuração deformada 𝐵𝑡, conforme pode ser observado nas Figuras 52 e 51.
No entanto, em certos problemas das engenharias, há a necessidade de se avaliar os
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estados de tensões na configuração 𝐵0. Para tanto, seja 𝑑𝑓 um vetor força definido em
uma área infinitesimal 𝑑𝐴. Então,
𝑑𝑓 = ?⃗?𝑑𝐴 (A.66)
onde, pela equação (A.61),
?⃗? = T?⃗?. (A.67)
Se for possível escrever o vetor 𝑑𝑓 em função de um vetor tensão, ?⃗?0, em 𝐵0 e
em relação a uma área indeformada, então
𝑑𝑓 = ?⃗?𝑑𝐴 ⇐⇒ 𝑑𝑓 = 𝑡0𝑑𝐴0. (A.68)
Logo,






que, pela equação (A.61),




Como, segundo Malvern (1969),
𝑑𝐴?⃗? = 𝑑𝐴0|F|(F−1)𝑇 ?⃗?0 (A.72)
a equação em (A.71) pode ser escrita como
?⃗?0?⃗?0 = T|F|(F−1)𝑇 ?⃗?0. (A.73)
Logo,
T0 = T|F|(F−1)𝑇 , (A.74)
onde T0 é conhecido como o primeiro tensor de Piolla-Kirchhoff.
Como o tensor de tensões de Cauchy T é simétrico e o tensor F não é simétrico,
o primeiro tensor de Piolla-Kirchhoff não será simétrico. Para contornar tal problema
pode-se considerar um "pseudo" tensor força 𝑑𝑓 na área 𝑑𝐴0, onde
𝑑𝑓 = 𝑡𝑑𝐴0 (A.75)
sendo 𝑡 um "pseudo" vetor tensão na área 𝑑𝐴0, calculado por
𝑡 = T̃?⃗?0. (A.76)
Procedendo de forma análoga ao que foi feito com primeiro tensor de Piolla-
Kirchhoff, obtêm-se
T̃ = F−1T0 (A.77)
ou, pela equação (A.74),
T̃ = |F|(F−1)T(F−1)𝑇 , (A.78)
sendo agora T̃ simétrico e chamado de segundo tensor de Piolla-Kirchhoff.
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APÊNDICE B – MODELO HÍBRIDO
Modelo híbrido desenvolvido, em Pascal, para solucionar o problema da ruptura


















h : double = 1.0;
lp : double = 2.0;
lg : double = 4.0;
g : double = 9.807;
ep : double = 0.00001;
nx : integer = 400;
ni : integer = 500;
procedure sol_ex(t:double);
var




x1 := h - t*c0;
x2 := h + 2.0*t*c0;
i1 := trunc(ep+(x1/dx));
i2 := trunc(ep+(x2/dx));
for i := i1+1 to i2-1 do
begin
a := (2.0*c0 + (h-x^[i])/t)/3.0;
z[2]^[i] := a*a/g;












for i := 1 to nx1 do
begin
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i1 := i - 1;
i2 := i + 1;
zx := 0.5*(z[1]^[i1] + z[1]^[i2]);
ux := 0.5*(u[1]^[i1] + u[1]^[i2]);
dzdx := msdx*(z[1]^[i2] - z[1]^[i1]);
dudx := msdx*(u[1]^[i2] - u[1]^[i1]);
a := ux*dudx + g*dzdx;
u[2]^[i] := ux - a*dt;
a := zx*dudx + ux*dzdx;





for i := 0 to nx do
zmed := zmed + z[2]^[i];
a := nx*zm/zmed;
















i := i + nx2;













nx1 := nx - 1;





for i := 0 to nx do
begin
x^[i] := i*dx;
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u[2]^[i] := 0.0;
end;
for i := 0 to i2 do
z[2]^[i] := lp;

















write (az,’ t(s)\x(m) ’);
writeln(au);
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write(au,’ ’,x^[i]);
i := i + nx2;











t := t + ni*dt;
until t > ti;
t := t - ni*dt;
repeat
z0 := z[2]^[0];
for i := 1 to ni do
begin
t := t + dt;
sol_num(t);
end;
APÊNDICE B. MODELO HÍBRIDO 122
gravar(t);
writeln(t,z[2]^[0],z[2]^[nx]);
until abs(z0-z[2]^[0]) < ep;
close(az);
close(au);
end.
